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Lineare Ausgleichsprobleme

Lineare Ausgleichsprobleme

Wir betrachten in diesem Abschnitt das lineare Ausgleichsproblem
|Ax — b||, = min (5.1)

mit gegebenem A € R m > n, und b € R”.
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Lineare Ausgleichsprobleme

Lineare Ausgleichsprobleme

Wir betrachten in diesem Abschnitt das lineare Ausgleichsproblem
|Ax — b||, = min (5.1)
mit gegebenem A € R m > n, und b € R”.

Dieses lineare Ausgleichsproblem 1&3t sich elegant in ein &quivalentes
lineares Gleichungssystem Uberfiihren, die sogenannten Normalgleichungen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Notwendig fiir eine L6sung des Ausgleichsproblems (5.1) ist, dass der
Gradient des Funktionals

(x) = (Ax — b)"(Ax — b)

verschwindet,
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Notwendig fiir eine L6sung des Ausgleichsproblems (5.1) ist, dass der
Gradient des Funktionals

(x) = (Ax — b)"(Ax — b)

verschwindet, d.h.
2AT(Ax —b) =0

oder
ATAx = ATb. (5.2)
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Notwendig fiir eine L6sung des Ausgleichsproblems (5.1) ist, dass der
Gradient des Funktionals

(x) = (Ax — b)"(Ax — b)

verschwindet, d.h.
2AT(Ax —b) =0

oder
ATAx = A"p. (5.2)

Die Gleichungen (5.2) heiBen die Normalgleichungen des
Ausgleichsproblems (5.1).
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Normalgleichungen

Dass jede Lésung von (5.2) auch das Ausgleichsproblem (5.1) 16st, sieht man
folgendermafGen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Dass jede Lésung von (5.2) auch das Ausgleichsproblem (5.1) 16st, sieht man
folgendermafGen.

Es ist fUr alle h € R"

|A(x 4 k) — b||3 = (Ax +Ah — b)"(Ax + Ah — b)
= ||Ax — b3 + ||AR|3 + 2h" (A"Ax — A"b)
= [lAx — b[|3 + ||AR|j3 > ||Ax - b|3.
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Dass jede Lésung von (5.2) auch das Ausgleichsproblem (5.1) 16st, sieht man
folgendermafGen.

Es ist fUr alle h € R"

|A(x +h) —b|j3 = (Ax + Ah — b)" (Ax +Ah — b)
= ||Ax — b3 + |AR|j3 + 2h" (A"Ax — A"b)
= ||[Ax —b|j3 + |AR|3 > [|Ax - b])3.

SchlieBlich ist die Matrix A”A genau dann regulér, wenn die Matrix A den
Rang n besitzt. Damit ist das Ausgleichsproblem genau dann eindeutig l6sbar,
wenn RangA = n gilt.
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Normalgleichungen

Wir haben also:
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Wir haben also:

Satz 5.1

Die Lésungen des Ausgleichsproblems

|Ax — b||, = min
sind genau die Ldsungen der Normalgleichungen
A"Ax = A"b.

Gleichung (5.1) ist genau dann eindeutig I6sbar, wenn A linear unabhangige
Spalten besitzt.
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Besitzt A unabhéngige Spalten, so ist die Koeffizientenmatrix A”A positiv
definit und man kann daher die Normalgleichungen unter Benutzung der
Cholesky-Zerlegung I8sen.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 7178



Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Besitzt A unabhéngige Spalten, so ist die Koeffizientenmatrix A”A positiv
definit und man kann daher die Normalgleichungen unter Benutzung der
Cholesky-Zerlegung I8sen.

Diese Methode erfordert zur Aufstellung der Normalgleichungen (unter
Beachtung der Symmetrie von A”A)

1
En(n—i— 1)+n

innere Produkte von Vektoren der Lange m, also n>m + 3nm flops, und zur
Lésung der Normalgleichungen

%n3 4 O(n?) flops.
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Lineare Ausgleichsprobleme Normalgleichungen

Normalgleichungen

Besitzt A unabhéngige Spalten, so ist die Koeffizientenmatrix A”A positiv
definit und man kann daher die Normalgleichungen unter Benutzung der
Cholesky-Zerlegung I8sen.

Diese Methode erfordert zur Aufstellung der Normalgleichungen (unter
Beachtung der Symmetrie von A”A)

1
En(n—i— 1)+n

innere Produkte von Vektoren der Lange m, also n>m + 3nm flops, und zur
Lésung der Normalgleichungen

%n3 4 O(n?) flops.

Das Verfahren ist geeignet bei Problemen mit kleinem n. Bei gréBerem n
kdnnen Stabilitdtsprobleme auftreten und eines der folgenden Verfahren ist
vorzuziehen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

IstA € R"" m > n, eine gegebene Matrix mit linear unabhangigen Spalten,
so gibt es eine Matrix

Q € R(™Y
mit orthogonalen Spalten und eine obere Dreiecksmatrix
R e R(»M,
so dass qilt
A =0OR. (5.3)
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

IstA € R"" m > n, eine gegebene Matrix mit linear unabhangigen Spalten,
so gibt es eine Matrix

Q € R(™Y
mit orthogonalen Spalten und eine obere Dreiecksmatrix
R e R(»M,
so dass qilt
A =0OR. (5.3)

Diese Zerlegung (5.3) heif3t eine QR-Zerlegung der Matrix A.
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

IstA € R"" m > n, eine gegebene Matrix mit linear unabhangigen Spalten,
so gibt es eine Matrix

Q € R(™Y
mit orthogonalen Spalten und eine obere Dreiecksmatrix
R e R,
so dass qilt
A =QR. (5.3)

Diese Zerlegung (5.3) heif3t eine QR-Zerlegung der Matrix A.

Wir haben bereits in der Vorlesung ,Lineare Algebra“ gesehen, dass man die
QR-Zerlegung einer Matrix mit Hilfe der Orthogonalisierung nach Gram und
Schmidt oder durch Multiplikation mit geeigneten Householder-Matrizen
bestimmen kann.
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Beim Gram-Schmidt-Verfahren werden im jten Schritt, d.h., nachdem die
ersten j — 1 Spalten ¢q', ..., ¢! von Q bereits bestimmt wurden, von der jten

Spalte @/ von A die Anteile in Richtung vongq',i = 1,...,j — 1, abgezogen und
der so bestimmte, zu den ¢’ orthogonale, Vektor normiert,
j—1

=g+ qr;

i=1
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Beim Gram-Schmidt-Verfahren werden im jten Schritt, d.h., nachdem die
ersten j — 1 Spalten ¢q', ..., ¢! von Q bereits bestimmt wurden, von der jten

Spalte @/ von A die Anteile in Richtung vongq',i = 1,...,j — 1, abgezogen und
der so bestimmte, zu den ¢’ orthogonale, Vektor normiert,
j—1

& =g+ 4

i=1

Dabei werden zugleich die Elemente r; := (¢')"a bestimmt.
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Algorithmus 5.2: (Klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung)

for i = 1:n
q(:,1) = a(:,1);
for j = 1:1-1

r(jll) = q(:lj),*a(:li) 7
q(:, 1

g(:,1) = g¢( ) — r(3,1)*g(:,3J);
end
r(i, i) = |la(:, 1) |2
a(:,1) = a(:,1)/r(i,1);
end
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Wir haben vorausgesetzt, dass die Spalten von A linear unabhangig sind. Ist
dies nicht der Fall, so wird Algorithmus 5.2 mit r;; = 0 fir ein i abbrechen.
Diese Abfrage wird man natlrlich noch in einen Algorithmus einbauen.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Wir haben vorausgesetzt, dass die Spalten von A linear unabhangig sind. Ist
dies nicht der Fall, so wird Algorithmus 5.2 mit r;; = 0 fir ein i abbrechen.
Diese Abfrage wird man natlrlich noch in einen Algorithmus einbauen.

Sind die Spalten von A nahezu linear abhangig, so ist das oben angegebene
klassische Gram-Schmidt-Verfahren numerisch instabil. Die berechneten
Vektoren ¢’ sind also nicht orthogonal.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Wir haben vorausgesetzt, dass die Spalten von A linear unabhangig sind. Ist
dies nicht der Fall, so wird Algorithmus 5.2 mit r;; = 0 fir ein i abbrechen.
Diese Abfrage wird man nattrlich noch in einen Algorithmus einbauen.

Sind die Spalten von A nahezu linear abhangig, so ist das oben angegebene
klassische Gram-Schmidt-Verfahren numerisch instabil. Die berechneten
Vektoren ¢’ sind also nicht orthogonal.

Etwas besser wird die Stabilitdt, wenn man die Berechnung der r;; ersetzt
durch r;; = (¢/)"q'. Diese dem klassischen Gram-Schmidt-Verfahren
aquivalente Methode heil3t modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Algorithmus 5.2: (Klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung)

for i = 1:n
q(:,1) = a(:,1);
for j = 1:1-1

r(jll) = q(:lj),*a(:li) 7
q(:, 1

g(:,1) = g( ) — r(3,1)*q(:,3J);
end
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Algorithmus 5.3: (Modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung)

for i = 1:n
q(:,1) = a(:,1);
for j = 1:1-1

r(jll) = Cl(irj)'*CI(:,i) 7
q(:,1

g(:,1) = g¢( ) — r(3,1)*g(:,3J);
end
r(i, i) = |la(:, 1) |2
a(:,1) = a(:,1)/r(i,1);
end
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Beispiel 5.4: Das folgende Beispiel von Bjérck zeigt die Uberlegenheit des
modifizierten Gram-Schmidt-Verfahrens.

Sei die Matrix A gegeben als

SO M =
S MmO =
n OO =

wobei ¢ so klein ist, dass
fll+e?)=1

gilt.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Dann erhalt man mit dem klassischen und dem modifizierten
Gram-Schmidt-Verfahren (bis auf Normierung der Spalten) die Matrizen

1 0 0 1 0 0
e —e —e e —e —¢/2
Oes=1¢ . o und  Omes= [, . __ /2
0 0 € 0 0 €
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Dann erhalt man mit dem klassischen und dem modifizierten
Gram-Schmidt-Verfahren (bis auf Normierung der Spalten) die Matrizen

1 0 0 1 0 0

e —& —¢ e —e —¢/2
Oes=1¢ . o und  Omes= [, . __ /2

0 0 € 0 0 €

Far die minimalen Winkel pxgs und ¢mgs zwischen zwei Spalten gilt

1
cos(pkas) = 3 und cos(pmas) = —

sl
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Dann erhalt man mit dem klassischen und dem modifizierten
Gram-Schmidt-Verfahren (bis auf Normierung der Spalten) die Matrizen

1 0 0 1 0 0
e —e —e e —e —¢)2
Oes=1¢ . o und  Omes= [, . __ /2
0 0 € 0 0 €

Far die minimalen Winkel pxgs und ¢mgs zwischen zwei Spalten gilt

1 €
cos(pkas) = 3 und cos(pmas) = ——=- O

V2

Der Winkel sollte bestenfalls 7/2 betragen, der Kosinus also Null sein. Damit
ist die modifizierte Variante eindeutig tberlegen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Stabiler als das Gram-Schmidt-Verfahren sind Methoden zur Bestimmung der
QR-Zerlegung einer Matrix, die auf der Multiplikation von A mit geeigneten
orthogonalen Matrizen beruhen.
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Stabiler als das Gram-Schmidt-Verfahren sind Methoden zur Bestimmung der
QR-Zerlegung einer Matrix, die auf der Multiplikation von A mit geeigneten
orthogonalen Matrizen beruhen.

Wir betrachten zunachst die QR-Zerlegung von A mit Hilfe von
Householder-Matrizen.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Stabiler als das Gram-Schmidt-Verfahren sind Methoden zur Bestimmung der
QR-Zerlegung einer Matrix, die auf der Multiplikation von A mit geeigneten
orthogonalen Matrizen beruhen.

Wir betrachten zunachst die QR-Zerlegung von A mit Hilfe von
Householder-Matrizen.

Definition 5.5: Es sei w € R" mit ||w||, = 1. Dann heif3t die Matrix
H:=E —2ww"

eine Householder-Matrix.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Stabiler als das Gram-Schmidt-Verfahren sind Methoden zur Bestimmung der
QR-Zerlegung einer Matrix, die auf der Multiplikation von A mit geeigneten
orthogonalen Matrizen beruhen.

Wir betrachten zunachst die QR-Zerlegung von A mit Hilfe von
Householder-Matrizen.

Definition 5.5: Es sei w € R" mit ||w||, = 1. Dann heif3t die Matrix
H:=E - 2ww"
eine Householder-Matrix.

Die so definierte Householder-Matrix H beschreibt eine Spiegelung an der
Hyperebene w-. Der Vektor w ist der Normalenvektor der Hyperebene.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Offensichtlich ist H ist eine symmetrische und orthogonale Matrix, d.h.,
H' =Hund H'H =H* =E.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Offensichtlich ist H ist eine symmetrische und orthogonale Matrix, d.h.,
H' =Hund H'H =H* =E.

Die explizite Matrixgestalt von H wird auf3erordentlich selten benétigt. Die
Matrix H = E — [Buu” ist vollstandig charakterisiert durch einen
Normalenvektor u der Spiegelungs-Hyperebene und den Skalierungsfaktor
B =2/|ul3.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Offensichtlich ist H ist eine symmetrische und orthogonale Matrix, d.h.,
H' =Hund H'H =H* =E.

Die explizite Matrixgestalt von H wird auf3erordentlich selten benétigt. Die
Matrix H = E — [Buu” ist vollstandig charakterisiert durch einen
Normalenvektor u der Spiegelungs-Hyperebene und den Skalierungsfaktor
B =2/|ul3.

Sind diese beiden bekannt, so kann man eine Multiplikation eines Vektors x

mit H ausfihren geman
Hx =x — f(u’x)u.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Offensichtlich ist H ist eine symmetrische und orthogonale Matrix, d.h.,
H' =Hund H'H =H* =E.

Die explizite Matrixgestalt von H wird auf3erordentlich selten benétigt. Die
Matrix H = E — [Buu” ist vollstandig charakterisiert durch einen
Normalenvektor u der Spiegelungs-Hyperebene und den Skalierungsfaktor
B =2/|ul3.

Sind diese beiden bekannt, so kann man eine Multiplikation eines Vektors x
mit H ausfihren geman
Hx =x — f(u’x)u.

Es sind also ein inneres Produkt und ein _axpy, d.h., 4n flops erforderlich.
Wegen H~' = H” = H gilt dasselbe fiir das Lésen eines Gleichungssystems
mit der Koeffizientenmatrix H.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Um die QR-Zerlegung einer Matrix mit Householder-Transformationen
auszurechnen, benétigen wir zu gegebenem Vektor x € R”, x # 0, eine
Householder-Matrix H mit

Hx = *[x|e', ' =(1,0,...,0)".
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Um die QR-Zerlegung einer Matrix mit Householder-Transformationen
auszurechnen, benétigen wir zu gegebenem Vektor x € R”, x # 0, eine
Householder-Matrix H mit

Hx = *[x|e', ' =(1,0,...,0)".

In der Vorlesung ,Lineare Algebra“ wurde gezeigt (und dies rechnet man auch
leicht nach), dass flr den Fall, dass x kein Vielfaches von e! ist, die
Householder-Matrizen

Hi =E — Bwiwi,

die durch die Normalenvektoren
_ 1
wi =x7F x|,

bestimmt sind, das Gewlinschte leisten.
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Lineare Ausgleichsprobleme onale Zerlegung von Matrizen

ogonale Zerlegung von Matrizen

Ist x ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors e, so ist einer der beiden
Vektoren der Nullvektor, und zwar gilt w_ = o im Fall x; > 0 und wy =0 im
Fall x; < 0.
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Lineare Ausgleichsprobleme onale Zerlegung von Matrizen

ogonale Zerlegung von Matrizen

Ist x ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors e, so ist einer der beiden
Vektoren der Nullvektor, und zwar gilt w_ = o im Fall x; > 0 und wy =0 im
Fall x; < 0.

Ist x ~ ce', so erhalt man fir w_ im Fall ¢ > 0 und fiir w, im Fall ¢ < 0
Ausldschung.
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ogonale Zerlegung von Matrizen

Ist x ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors e, so ist einer der beiden
Vektoren der Nullvektor, und zwar gilt w_ = o im Fall x; > 0 und wy =0 im
Fall x; < 0.

Istx ~ ce', so erhélt man fir w_ im Fall ¢ > 0 und flir w, im Fall ¢ < 0
Ausldschung.

Um diese zu vermeiden, wahlen wir daher stets

2 .
H-—E— Wwa, w = x + sign(x;)||x| ze".
w3
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Ist x ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors e, so ist einer der beiden
Vektoren der Nullvektor, und zwar gilt w_ = o im Fall x; > 0 und wy =0 im
Fall x; < 0.

Istx ~ ce', so erhélt man fir w_ im Fall ¢ > 0 und flir w, im Fall ¢ < 0
Ausldschung.

Um diese zu vermeiden, wahlen wir daher stets

2 .
H-—E— Wwa, w = x + sign(x;)||x| ze".
w3

Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus zur Berechnung der Matrix
H = E — Buu’, die x in span(e') abbildet:
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Algorithmus 5.6: (Householder-Vektor)

function [u,] = householder (x)
1! x(2:n)"*x(2:n);
u = [1; x(2:n)];
if w == 0
B = 0;
else
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Wir verwenden nun Householder-Matrizen, um die Matrix A orthogonal auf
obere Dreiecksgestalt zu transformieren. Sei dazu H,; wie oben beschrieben
gewahlt, so dass

Ha' = £|a'|e' =: riie'.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Wir verwenden nun Householder-Matrizen, um die Matrix A orthogonal auf
obere Dreiecksgestalt zu transformieren. Sei dazu H,; wie oben beschrieben
gewahlt, so dass

Ha' = £||a'|e' =: ryje’.

Dann gilt mit P, = H, und einer Matrix A, € R(*~1»=1)

_(ru r(1,2:n)

Die Matrix A; kann jetzt weiter mit Householder-Matrizen behandelt werden,
welche diese schrittweise auf obere Dreiecksgestalt bringen. Dabei mif3en
nur noch die immer kleineren Householder-Matrizen geeignet auf den
Gesamtraum erweitert werden.
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hogonale Zerlegung von Matrizen

Ist nach j Schritten, 1 <j < n, die Gestalt

ST AT & VN B S WS | rj+2 Fin
0 ro - ry| o g2 o T
0 0 - mj| ryst  Tjra ot e
0 0 - O |rmyrjr T2 oo Tigla
0 o --- 0 Tmgj+1 Tmj+2  *° Tmpn

erreicht, so wahlen wir eine Householder-Matrix H;,, € R("~"=)) so dass
H; r(j+1:m,j+ 1) eine Vielfaches des ersten Einheitsvektors ist, und

setzen hiermit
P = ( E; Oj’”_j> .
On-jj  Hji
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Damit gilt
LS A & VA A WAS | [AWES AV
0 rp - 1y ngp | g2 0 I,
0 0 7o ris ri: N v
) ) _ Jj JJ+l JJ+2 jn
Pip\Pj---P1A = 0O 0 0 Fioq: Fon e T
JHLj+L | TjA1y42 Jjtln
0 0 0 0 Vigaj+2 - Tjit2n
0 o --- 0 0 Fmjs2 0 Fun
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Damit gilt
LS A & VA A WAS | [AWES AV
0 rp - 1y ngp | g2 0 I,
0 0O - 7 re ris e
) ) _ Jj JJ+l JJ+2 jn
Pip\Pj---P1A = 0O 0 - 0 Fis Forn el T

JHLj+L | TjA1y42 Jjtln
0 0O --- 0 0 Firoji2 o0 Fiton

0 o --- 0 0 Fmjs2 0 Fun

Nach n Schritten ist damit die obere Dreiecksgestalt erreicht.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Setzt man
Q" =pPpP, P,

so ist Q eine orthogonale Matrix und es gilt

R R
A= Q <Om—n n) =PiPy Py <0m—n n> '
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Setzt man
Q" :=PP,_ P,

so ist Q eine orthogonale Matrix und es gilt

R R
A:Q<0m_nn) :PIPZ"'P"<0 ) >

Die Householder-Matrizen H; (und damit die Faktoren P; in Q) sind jeweils
durch Vektoren &' und Skalare j3; vollstandig bestimmt. Die &’ kénnen (bis auf
die erste Komponente) im Verlauf eines Algorithmus unterhalb der
Diagonalen von A gespeichert werden. Tats&chlich missen diese Elemente
wegen der Gestalt der »/ nicht einmal geandert werden. Die ersten
Komponenten von & und die 5; miissen in einem zusatzlichen Array
gespeichert werden. Die Elemente von R kénnen das obere Dreieck von A
einschlieBlich der Diagonale Uberschreiben.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Algorithmus 5.7: (QR-Zerlegung mit Householder-Matrizen)

for i = l:min(m-1,n)
[u,08] = householder(a(i:m,1));
a(i:m,i+l:n) = a(i:m,i+l:n) - Bu*(u’*a(i:m,i+l:n));
a(i,i) = a(i,i) - Pu(l)u’*a(i:m,1);
uu (i) = u(l);
be (i) = 3;
end
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Algorithmus 5.7: (QR-Zerlegung mit Householder-Matrizen)

for i = l:min(m-1,n)
[u, ] = householder(a(i:m,1i));
a(i:m,i+l:n) = a(i:m,i+l:n) - Bu*(u’*a(i:m,i+l:n));
a(i,i) = a(i,i) - Pu(l)u’*a(i:m,1);
uu (i) = u(l);
be (i) = 3;
end

Man z&hlt leicht ab, dass dieser Algorithmus fir die QR-Zerlegung von A im
Wesentlichen 2n*m — $n* flops bendtigt.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Eine weitere Mdglichkeit zur Bestimmung der QR-Zerlegung bieten die
Givens-Rotationen. Es ist bekannt, dass eine Rotation im R? um den Winkel 6

gegeben ist durch
., (cos # —sinf
sin 6 cosf )™
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Eine weitere Mdglichkeit zur Bestimmung der QR-Zerlegung bieten die
Givens-Rotationen. Es ist bekannt, dass eine Rotation im R? um den Winkel 6

gegeben ist durch
., (cos # —sinf
sin 6 cosf )™

Entsprechend kann man eine Multiplikation eines Vektors x € R” mit der
Matrix

Ei—l [ 0] o o
o7 cosd of —sind of
R(l,],a) = (0] o Ej—i—l o (0]
o" sinf  of cosf of
o 0 0 0 E,_;

als Rotation in der von ¢ und ¢/ aufgespannten Ebene auffassen.
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ogonale Zerlegung von Matrizen

Die Matrix R(i,j, ) hei3t eine Givens-Rotation oder seltener auch eine
Jacobi-Rotation.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Die Matrix R(i,j, ) hei3t eine Givens-Rotation oder seltener auch eine
Jacobi-Rotation.

Diese Abbildungen wurden 1958 von Givens benutzt, um eine Matrix
orthogonal auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren. Jacobi verwandte
diese Abbildung schon 1846 zur Lésung des vollstdndigen symmetrischen
Eigenwertproblems.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 27/78



Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Die Matrix R(i,j, ) hei3t eine Givens-Rotation oder seltener auch eine
Jacobi-Rotation.

Diese Abbildungen wurden 1958 von Givens benutzt, um eine Matrix
orthogonal auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren. Jacobi verwandte
diese Abbildung schon 1846 zur Lésung des vollstdndigen symmetrischen
Eigenwertproblems.

Es sei nun fur x € R” die j-te Komponente x; von Null verschieden. Wir wéhlen
0 so, dass
i und sinf = ——J

2 2 2 2
X; +Xx; x; +x;

cosf =

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 27178



Lineare Ausgleichsprobleme Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Die Matrix R(i,j, ) hei3t eine Givens-Rotation oder seltener auch eine
Jacobi-Rotation.

Diese Abbildungen wurden 1958 von Givens benutzt, um eine Matrix
orthogonal auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren. Jacobi verwandte
diese Abbildung schon 1846 zur Lésung des vollstdndigen symmetrischen
Eigenwertproblems.

Es sei nun fur x € R” die j-te Komponente x; von Null verschieden. Wir wéhlen
0 so, dass
i und sinf = ——J

,/xiz—i—sz ,/xiz—i—sz
cosf —sin®\ (x\ _ [y/x +x;
sinf  cosf) \x) 0 ’
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

und daher wird in R(i,j, 6)x die j-te Komponente annulliert.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

und daher wird in R(i,j, 6)x die j-te Komponente annulliert.

Damit ist klar, wie man mit einer Folge von Multiplikationen mit
Givens-Rotationen eine QR-Zerlegung einer Matrix A € R("") bestimmen
kann.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

und daher wird in R(i,j, 6)x die j-te Komponente annulliert.

Damit ist klar, wie man mit einer Folge von Multiplikationen mit
Givens-Rotationen eine QR-Zerlegung einer Matrix A € R("") bestimmen
kann.

Man annulliert nacheinander die Elemente der ersten Spalte unterhalb der
Diagonale mit geeigneten Rotationen

R(1,2,012), R(1,3,613), ..., R(1,m,0,)
und dann mit Rotationen
R(i,j,0;), i=2,---,n, j=i+1,---,m
die Elemente der weiteren Spalten von links nach rechts und von oben nach

unten.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Genauso kann man mit Rotationen
R(m— 1,m,0m_17m), ey R(1,2,912)

die Elemente der ersten Spalte unterhalb der Diagonale von unten nach oben
annullieren und dann die weiteren Spalten von links nach rechts auf gleiche
Weise behandeln.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Genauso kann man mit Rotationen
R(m— l,m,Gm_lym), ey R(1,2,912)

die Elemente der ersten Spalte unterhalb der Diagonale von unten nach oben
annullieren und dann die weiteren Spalten von links nach rechts auf gleiche
Weise behandeln.

Analog kann man auch die sog. Givens-Reflexionen verwenden, die
ausgehend von der Spiegelung

. cos @ sin 6
sinf  —cosf)”

im R? analog definiert werden.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Ein Vorteil der Verwendung von Givens-Rotationen oder -Reflexionen
gegenuber den Householder Transformationen zur QR-Zerlegung einer Matrix
A besteht darin, dass man auf Ubersichtliche Weise gewisse Nullen in A
berlcksichtigen und damit die Arbeit vermindern kann.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Ein Vorteil der Verwendung von Givens-Rotationen oder -Reflexionen
gegenuber den Householder Transformationen zur QR-Zerlegung einer Matrix
A besteht darin, dass man auf Ubersichtliche Weise gewisse Nullen in A
berucksichtigen und damit die Arbeit vermindern kann.

Ein Nachteil ist, dass die direkte Implementierung des beschriebenen
Verfahrens doppelt so teuer ist wie die QR-Zerlegung mit
Householder-Matrizen.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Ein Vorteil der Verwendung von Givens-Rotationen oder -Reflexionen
gegenuber den Householder Transformationen zur QR-Zerlegung einer Matrix
A besteht darin, dass man auf Ubersichtliche Weise gewisse Nullen in A
berucksichtigen und damit die Arbeit vermindern kann.

Ein Nachteil ist, dass die direkte Implementierung des beschriebenen
Verfahrens doppelt so teuer ist wie die QR-Zerlegung mit
Householder-Matrizen.

Man beachte aber, dass Gentleman (1973) und Hammarling (1974) eine
Methode, die schnelle Givens-Transformation, angegeben haben, mit der der
Aufwand genauso hoch ist wie mit Householder-Matrizen. Diese wurde in der
BLAS1 verwendet.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Ist eine QR-Zerlegung
R
A= Q <0m—n,n>

der Matrix A € R"") bekannt, so ist es leicht, das lineare Ausgleichsproblem
|Ax — b||, = min

zu l6sen.
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Ist eine QR-Zerlegung
R
1-e(o)f)
der Matrix A € R"") bekannt, so ist es leicht, das lineare Ausgleichsproblem
|Ax — b||, = min
zu lésen.

Da die Multiplikation eines Vektors mit einer orthogonalen Matrix seine
Euklidische Lange nicht verandert, gilt

Ax — ]2 = 0 (Ax — B)| = | (o,fn)x‘QT” Hz
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ogonale Zerlegung von Matrizen

Mit
QTb — (b1> , bl c Rn, b2 c Rm"
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Mit
0'b —: (i;) . b ER", byeR"™"

folgt
|Ax — Bl = [[Rx — b1[[3 + [|b2] 13-
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Orthogonale Zerlegung von Matrizen

Mit

QTb =: (z;) , byeR", b,eR""

folgt
|Ax — Bl = [[Rx — b1[[3 + [|b2] 13-

Den zweiten Summanden kann man durch die Wahl von x nicht beeinflussen.
Daher ist die Losung des Ausgleichsproblems gegeben durch

X = R_lbl

und der Defekt ist ||b;|,.
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Singularwertzerlegung

Definition 5.8: Sei A ¢ R(""). Gilt fiir zwei orthogonale Matrizen U € R(")
und vV € R und eine Diagonalmatrix

g1
T = (0:0y)iy = e R,
On
Om—n,n
wobei hier der Einfachheit halber n < m gelte, die Gleichung (Matrixzerlegung)

A=UXV', (5.4)

so heif3t (5.4) eine Singularwertzerlegung (SVD) von A.
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Singularwertzerlegung

Definition 5.8: Sei A ¢ R(""), Gilt fiir zwei orthogonale Matrizen U € R(")
und vV € R und eine Diagonalmatrix

g1
X = (0:0)i = e R0,
On
Om—n,n
wobei hier der Einfachheit halber n < m gelte, die Gleichung (Matrixzerlegung)
A=UzV", (5.4)
so heif3t (5.4) eine Singularwertzerlegung (SVD) von A.

Wir werden im Folgenden die Diagonalelemente o; von X nichtnegativ und
fallend sortiert wahlen und zeigen, dass jede Matrix eine SVD besitzt.
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Singularwertzerlegung

Kennen wir eventuell bereits Singularwertzerlegungen?
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Singularwertzerlegung

Kennen wir eventuell bereits Singularwertzerlegungen? Ja.
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Singularwertzerlegung

Kennen wir eventuell bereits Singularwertzerlegungen? Ja:

Beispiel 5.9: IstA ¢ R("") symmetrisch mit den Eigenwerten s, - - - , u, und
istv!, .- v" ein zugehdriges System von orthonormalen Eigenvektoren, so
gilt mit der Diagonalmatrix

T = diag{:“’l) o 7/"%}

und mit
U=V:=0u )
die Gleichung
A=UxV",
und dies ist eine Singularwertzerlegung von A. O
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Singularwertzerlegung

Setztman U = (u',...,u")und V = (v!,...,v"), so ist (5.4) &quivalent zu

i [ owl, i=1,...,min(m,n),
Avi = { 0, i =min(m,n)+1,...,m. (5.5)

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 35/78



Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Setztman U = (u',...,u")und V = (v!,...,v"), so ist (5.4) &quivalent zu

i [ owl, i=1,...,min(m,n),
Avi = { 0, i =min(m,n)+1,...,m. (5.5)

Ohne Einschrankung kénnen die o; nichtnegativ gewahlt werden. Ist etwa
o; < 0, so ersetze man die j-te Spalte v von V durch —/.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Setztman U = (u!,...,u")und V = (v!,...,v"), so ist (5.4) &quivalent zu

i [ owl, i=1,...,min(m,n),
Avi = { 0, i =min(m,n)+1,...,m. (5.5)

Ohne Einschrankung kénnen die o; nichtnegativ gewahlt werden. Ist etwa
o; < 0, so ersetze man die j-te Spalte v von V durch —/.

Ferner kénnen wir durch Umordnung von Zeilen von V” bzw. Spalten von U
erreichen, dass oy > 0, > -+ gilt.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Setztman U = (u!,...,u")und V = (v!,...,v"), so ist (5.4) &quivalent zu

i [ owl, i=1,...,min(m,n),
Avi = { 0, i =min(m,n)+1,...,m. (5.5)

Ohne Einschrankung kénnen die o; nichtnegativ gewahlt werden. Ist etwa
o; < 0, so ersetze man die j-te Spalte v von V durch —/.

Ferner kénnen wir durch Umordnung von Zeilen von V” bzw. Spalten von U
erreichen, dass oy > 0, > -+ gilt.

Wir werden nun nur noch Singularwertzerlegungen betrachten, in denen die
Diagonalelemente o1, ..., g, nichtnegativ und der GrdBe nach geordnet sind.
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Singularwertzerlegung

Setztman U = (u!,...,u")und V = (v!,...,v"), so ist (5.4) &quivalent zu

i [ ow', i=1,...,min(m,n),
Avi = { 0, i =min(m,n)+1,...,m. (5.5)

Ohne Einschrankung kénnen die o; nichtnegativ gewahlt werden. Ist etwa
o; < 0, so ersetze man die j-te Spalte v von V durch —/.

Ferner kénnen wir durch Umordnung von Zeilen von V” bzw. Spalten von U
erreichen, dass oy > 0, > -+ gilt.

Wir werden nun nur noch Singularwertzerlegungen betrachten, in denen die
Diagonalelemente o1, ..., g, nichtnegativ und der GrdBe nach geordnet sind.

Definition 5.10: Es seien in einer Singularwertzerlegung (5.4) von A € R(")
die Diagonalelemente oy > --- > 0, von X nicht negativ. Diese o; heiBBen die
Singularwerte oder die singuldren Werte von A.
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Singularwertzerlegung

Beispiel 5.11: (Fortsetzung von Beispiel 5.9)

Es sei A € R(»") symmetrisch und p; und v’ wie in Beispiel 5.9, wobei die
Reihenfolge so gewahlt ist, dass

| = g2l = = el > 1 =+ =y =0

gilt.
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Singularwertzerlegung

Beispiel 5.11: (Fortsetzung von Beispiel 5.9)

Es sei A € R(»") symmetrisch und p; und v’ wie in Beispiel 5.9, wobei die
Reihenfolge so gewahlt ist, dass

il > Jl > - > el > s = -+ = pa = 0
gilt.
Esseiu’ := v, falls u; > 0, und v’ := —v', falls 1; < 0, und hiermit

U:=®u',.. . u".
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Singularwertzerlegung

Beispiel 5.11: (Fortsetzung von Beispiel 5.9)

Es sei A € R(»") symmetrisch und p; und v’ wie in Beispiel 5.9, wobei die
Reihenfolge so gewahlt ist, dass

il = pal = - = [l > prgr = - = =0
gilt.
Esseiu’ := v, falls u; > 0, und v’ := —v', falls 1; < 0, und hiermit
U:=®u',.. . u".
Dann gilt

A=UXV" wobei X = (|u]|dy),

und oy = |ui|,- -+, 0 = |ur| und 0 (mit entsprechender Multiplizitét) sind die
singularen Werte von A. O
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Singularwertzerlegung

Aus (5.4) folgt
AT =vETUT; (5.6)

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme



Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Aus (5.4) folgt
AT =vI'U"; (5.6)

besitzt also A eine Singulérwertzerlegung, so auch A” und die singuldren
Werte stimmen Uberein.
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Singularwertzerlegung

Aus (5.4) folgt
AT =vETUT; (5.6)

besitzt also A eine Singulérwertzerlegung, so auch A” und die singuldren
Werte stimmen Uberein.

Die Gleichung (5.6) kann man (entsprechend Gleichung (5.5), auch im Fall
n < m) schreiben als

ATui — O','Vi, i=l,... 7min(m7 n)’
0, i:min(m,n)+1,...,n.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Aus (5.4) folgt
AT =vETUT; (5.6)

besitzt also A eine Singulérwertzerlegung, so auch A” und die singuldren
Werte stimmen Uberein.

Die Gleichung (5.6) kann man (entsprechend Gleichung (5.5), auch im Fall
n < m) schreiben als

ATui — O','Vi, i=l,... ,min(m, n)’
0, i:min(m,n)+1,...,n.

Ist m > n, so erhalten wir in der Gleichung oben nur den oberen Fall.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Aus (5.4) und (5.6) folgt

ATA =vzTzvT,

5.7
AAT = vzxTUT, 57)

d.h., die Quadrate der singularen Werte von A (und A”) sind Eigenwerte von
ATA und AA" und {»',... v"} bzw. {u', ... u™} ist ein Orthonormalsystem
von Eigenvektoren von A”A bzw. AA”.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Aus (5.4) und (5.6) folgt

ATA =vzTzvT, 5.7)
AAT =UuEx"UT, '
d.h., die Quadrate der singularen Werte von A (und A”) sind Eigenwerte von
ATA und AA" und {»',... v"} bzw. {u', ... u™} ist ein Orthonormalsystem
von Eigenvektoren von A”A bzw. AA”.

Dies zeigt, dass die singularen Werte o; eindeutig bestimmt sind, nicht aber

die Matrizen U und V, da mehrfache Eigenwerte von AA” und A”A auftreten
kénnen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Aus (5.4) und (5.6) folgt

ATA =vzTzvT, 5.7)
AAT =UuEx"UT, '
d.h., die Quadrate der singularen Werte von A (und A”) sind Eigenwerte von

ATA und AA" und {»',... v"} bzw. {u', ... u™} ist ein Orthonormalsystem
von Eigenvektoren von A”A bzw. AA”.

Dies zeigt, dass die singularen Werte o; eindeutig bestimmt sind, nicht aber
die Matrizen U und V, da mehrfache Eigenwerte von AA” und A”A auftreten
kénnen.

Jedes A € R("") besitzt eine Singuldrwertzerlegung.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Satz 5.13
Ist die Singularwertzerlegung von A durch Gleichung (5.4) gegeben und gilt
012002 20,> 0 = =0,=0,

so ist
» rder Rang von A,
» Kern(A) := {x € R" : Ax =0} = span{y"t! ... v},
» Bild(A) := {Ax : x € R"} = span{u’,... u"},
> A=Y ou(V) =UX VI mitU, =@',....u"), V., = (v',...,v"),
Y, = diag(oy,...,0,),
> [Alls =X, Z;:1 aizj =307

> [|A]l2 = o1
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Beweis.

(i): Da die Multiplikation mit den reguldren Matrizen U und V den Rang nicht
verdndert, gilt RangA = Rang ¥ = r.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 40/78



Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Beweis.

(i): Da die Multiplikation mit den reguldren Matrizen U und V den Rang nicht
veréndert, gilt RangA = RangX = r.

(ii): Es ist Vv = e'. Somit ist
AV =UZVY =Uxe' =0 fir i=r+1,...,n.

Also gilt
vt v € Kern(A).

Da dim Kern(A) = n — r, bilden diese Vektoren eine Basis von Kern(A).
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Beweis.

(ii): Wegen A = UZV" ist

Bild(A) = U - Bild(X) = U - span(e', . . ., e")

= span(u', ... u").
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

(iii): Wegen A = UZV" ist
Bild(A) = U - Bild(X) = U - span(e', . . ., e")

= span(u', ... u").

Punkt (iv): Durch Block-Matrix-Multiplikation erhélt man

A=UxV"
(O .
=@ ... wmT| : |= Zoiui(vi)T.
(vn)T i=1
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Beweis.

(v):Es seiA = (a',...,a"). Da die orthogonale Matrix U" die Euklidische
Lénge nicht verandert, gilt

Al = lla'll3 = ZIIUT 113 = U All5.
i=1

Durch entsprechende Argumentation mit den Zeilen von U' A erhélt man

Al = IUTAVIE = IZ]5 = _ o7
i=1
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Beweis.

(vi): Nach Definition und aufgrund von

viv=vvl = E
gilt
[All2 = max{[lAx|]> : |jx|l2 =1}
= max{||UZVTx||2 x|, = 1}
= max{|UZV'VV'x|, : [|[VVx|, =1}
max{||[UZV'Vy| : [[Vy|. =1}
= max{||[U"UZV'Vy|, : [V Vy|, =1}
=max{[|Zyl2 : [yl =1} =0y
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Bemerkung 5.14: Besitzt die regulare Matrix A die Singularwertzerlegung
A =UXV", sogilt |A]|, = oy, und wegen

A7 =wzv) ' =vz'U”
ist

1
A7, = —.
A= 2 -

n
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Bemerkung 5.14: Besitzt die regulare Matrix A die Singularwertzerlegung
A =UXV", sogilt |A]|, = oy, und wegen

A7 =wzv) ' =vz'U”
ist

_ 1
AT 2 = —.
0,

Daher ist die Kondition von A bzgl. der Euklidischen Norm gegeben durch

_ g1
ra(A) = AfllAT" 2 = - U

n
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Bemerkung 5.15: Im Prinzip kann man mit Hilfe der Gleichungen (5.7) die
Singularwertzerlegung von A berechnen (wenn man Eigenwertaufgaben
numerisch I6sen kann).
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Bemerkung 5.15: Im Prinzip kann man mit Hilfe der Gleichungen (5.7) die
Singularwertzerlegung von A berechnen (wenn man Eigenwertaufgaben
numerisch I6sen kann).

Dazu hat man A”A und AAT zu berechnen. Dies ist zum einen sehr
aufwendig, zum anderen kann — wie wir spéter sehen werden — die
Kondition drastisch verschlechtert werden und damit die numerische
Behandlung erheblich erschwert werden.
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Lineare Ausgleichsprobleme Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung

Bemerkung 5.15: Im Prinzip kann man mit Hilfe der Gleichungen (5.7) die
Singularwertzerlegung von A berechnen (wenn man Eigenwertaufgaben
numerisch I6sen kann).

Dazu hat man A”A und AAT zu berechnen. Dies ist zum einen sehr
aufwendig, zum anderen kann — wie wir spéter sehen werden — die
Kondition drastisch verschlechtert werden und damit die numerische
Behandlung erheblich erschwert werden.

In der Praxis verwendet man einen Algorithmus von Golub und Reinsch
(1971), der auf dem sogenannten QR-Algorithmus zur Bestimmung der
Eigenwerte von A”A beruht, aber die Berechnung von A”A bzw. AA”
vermeidet.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Wir betrachten erneut das lineare Ausgleichsproblem

Es seien A € R(" und b € R™ gegeben mit m > n. Man bestimme
x € R" mit
IAx — b||> = min (5.8)

und untersuchen dieses nun mit Hilfe der Singularwertzerlegung.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Wir betrachten erneut das lineare Ausgleichsproblem
Es seien A € R(" und b € R™ gegeben mit m > n. Man bestimme
x € R" mit
|Ax — b|| = min (5.8)
und untersuchen dieses nun mit Hilfe der Singularwertzerlegung.
Wir bezeichnen in diesem ganzen Abschnitt mit

0120220, >041=-=0,=0

die singuldren Werte von A, mit A = UX V" eine Singularwertzerlegung von A
und mit &/ bzw. v* die Spalten von U bzw. V.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 46/78



Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Satz 5.16

Es seic := U'b € R”. Dann ist die Lésungsmenge des linearen
Ausgleichsproblems (5.8) gegeben durch

L =X + Kern(A),

wobei ¥ die folgende spezielle Lésung von (5.8) bezeichnet:

(5.9)

(5.10)
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Beweis.

Da die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix die Euklidische Lange
nicht andert, gilt mitz := V'x

lax — b])5 = |[U" (Ax — b)|3 = |EV'x — U"b||; = || £z —cl3

=|(o1z1 — €1, 002 — Cry—Crit1y+++ s —Cm)" |I3-
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Beweis.

Da die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix die Euklidische Lange
nicht andert, gilt mitz := V'x

lax — b])5 = |[U" (Ax — b)|3 = |EV'x — U"b||; = || £z —cl3

=|(o1z1 — €1, 002 — Cry—Crit1y+++ s —Cm)" |I3-

Wie im Abschnitt Giber die Normalgleichungen liest man hieraus die Lésung
von (5.8) sofort ab: z; :=¢;/o;, i =1,--- ,r, und z; € R beliebig fur
i=r+1,---,ndh,

r n
x=Z§V"+Zz,~vi, ZER, i=r+1,--,n (5.11)

i=1 i i=r+1
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Beweis.

Da die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix die Euklidische Lange
nicht andert, gilt mitz := V'x

|Ax — b|j; = |U"(Ax = B)|; = |1EV'x = Ub||; = | Xz — ¢|)3
=|(o1z1 — €1, 002 — Cry—Crit1y+++ s —Cm)" |I3-

Wie im Abschnitt Giber die Normalgleichungen liest man hieraus die Lésung
von (5.8) sofort ab: z; :=¢;/o;, i =1,--- ,r, und z; € R beliebig fur
i=r+1,---,n,dh,

r ¢ n . ‘ o

x—gav +,»§flv’ z€eER, i=r+1, ,N. (5.11)
Die letzten n — r Spalten von V spannen nach Satz 5.13 den Kern von A auf,
daher ist die Lésungsmenge L von (5.8) gegeben durch (5.9), (5.10). Ol

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 48/78



Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

In Satz 5.1 wurde gezeigt (und das liest man auch aus Satz 5.16 ab), dass die
Lésung des Ausgleichsproblems (5.8) genau dann eindeutig ist, wenn
r = RangA = n gilt.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

In Satz 5.1 wurde gezeigt (und das liest man auch aus Satz 5.16 ab), dass die
Lésung des Ausgleichsproblems (5.8) genau dann eindeutig ist, wenn
r = RangA = n gilt.

Wir erzwingen nun auch im Fall » < n die Eindeutigkeit, indem wir zusétzlich
fordern, dass die Euklidische Norm der L6sung mdglichst klein werden soll.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

In Satz 5.1 wurde gezeigt (und das liest man auch aus Satz 5.16 ab), dass die
Lésung des Ausgleichsproblems (5.8) genau dann eindeutig ist, wenn
r = RangA = n gilt.

Wir erzwingen nun auch im Fall » < n die Eindeutigkeit, indem wir zusétzlich
fordern, dass die Euklidische Norm der L6sung mdglichst klein werden soll.

Definition 5.17: Es sei L die Lsungsmenge des Ausgleichsproblems (5.8).
Der Vektor ¥ € L hei3t Pseudonormallésung von (5.8), falls

I#]2 < x|l firalle xeL.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

In Satz 5.1 wurde gezeigt (und das liest man auch aus Satz 5.16 ab), dass die
Lésung des Ausgleichsproblems (5.8) genau dann eindeutig ist, wenn
r = RangA = n gilt.

Wir erzwingen nun auch im Fall » < n die Eindeutigkeit, indem wir zusétzlich
fordern, dass die Euklidische Norm der L6sung mdglichst klein werden soll.

Definition 5.17: Es sei L die Lsungsmenge des Ausgleichsproblems (5.8).
Der Vektor ¥ € L hei3t Pseudonormallésung von (5.8), falls

I#]2 < x|l firalle xeL.

Die Pseudonormallésung, also die ,kirzeste* Normallésung, ist meist die
einzige ,physikalisch” sinnvolle ,Lésung®.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Aus der Darstellung (5.11) der allgemeinen L&sung von (5.8) liest man ab,
dass x aus (5.10) Pseudonormallésung von (5.8) ist, denn

n n
18+ '3 = =15+ Dl - V15 = I1%[15-
i=r+1 i=r+1
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Aus der Darstellung (5.11) der allgemeinen L&sung von (5.8) liest man ab,
dass x aus (5.10) Pseudonormallésung von (5.8) ist, denn

n n
18+ '3 = =15+ Dl - V15 = I1%[15-
i=r+1 i=r+1

Ferner ist die Pseudonormallésung eindeutig bestimmt, und x ist offensichtlich
die einzige Lésung von (5.8) mit x € Kern(A)* N L.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Aus der Darstellung (5.11) der allgemeinen L&sung von (5.8) liest man ab,
dass x aus (5.10) Pseudonormallésung von (5.8) ist, denn

n n
18+ 2|3 = =I5+ [zl - V5 = %5
i=r+1 i=r+1

Ferner ist die Pseudonormallésung eindeutig bestimmt, und x ist offensichtlich
die einzige Lésung von (5.8) mit x € Kern(4)* N L. Daher gilt

Es gibt genau eine Pseudonormallésung x von (5.8). Diese ist charakterisiert
durch x € Kern(4)+ N L.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 50/78



Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Fir jedes A € R ist durch
R">5b+—Xx cR" : ||[AX — b|» < ||[Ax — b] Vx € R", |¥|> minimal

eine Abbildung erklért.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Fir jedes A € R0 ist durch
R">5b+—Xx cR" : ||[AX — b|» < ||[Ax — b] Vx € R", |¥|> minimal
eine Abbildung erklért.

Diese ist offensichtlich linear (vgl. die Darstellung von x in(5.10)), kann also
durch eine Matrix AT € R dargestellt werden.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Fir jedes A € R0 ist durch
R">5b+—Xx cR" : ||[AX — b|» < ||[Ax — b] Vx € R", |¥|> minimal
eine Abbildung erklért.

Diese ist offensichtlich linear (vgl. die Darstellung von x in(5.10)), kann also
durch eine Matrix AT € R dargestellt werden.

Definition 5.19: Es sei A € R(™")_Dann heiBt die Matrix AT € R(»™)_f{ir die
durch
:=A'b

far alle b € R™ die Pseudonormallésung des Ausgleichsproblems (5.8)
gegeben ist, die Pseudoinverse (oder Moore-Penrose-Inverse) von A.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme

51/78



Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.20: Ist RangA = n, so ist das Ausgleichsproblem (5.8)
eindeutig l6sbar, und aus den Normalgleichungen folgt, dass die Lésung
¥=(A"TA)"'ATpist.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.20: Ist RangA = n, so ist das Ausgleichsproblem (5.8)
eindeutig l6sbar, und aus den Normalgleichungen folgt, dass die Lésung
¥=(A"TA)"'ATpist.

In diesem Fall istalso AT = (A74)~'A”.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.20: Ist RangA = n, so ist das Ausgleichsproblem (5.8)
eindeutig l6sbar, und aus den Normalgleichungen folgt, dass die Lésung
¥=(A"TA)"'ATpist.

In diesem Fall istalso AT = (A74)~'A”.

Ist noch spezieller n = m und A regular, soistAT = A~
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.20: Ist RangA = n, so ist das Ausgleichsproblem (5.8)
eindeutig l6sbar, und aus den Normalgleichungen folgt, dass die Lésung
¥=(A"TA)"'ATpist.

In diesem Fall istalso AT = (A74)~'A”.
Ist noch spezieller n = m und A regular, soistAT = A~

Die Pseudoinverse wird also zur ,normalen Inversen®, wenn diese existiert,
und ist somit eine konsistente Erweiterung dieses Begriffes. d
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Aus unserer Konstruktion ergibt sich sofort im allgemeinen Fall

Satz 5.21

Sei A € R mit der Singularwertzerlegung
A= U:VT, Y = (O'i(sij)ix]'.

Dann gilt

—1

t_ sy . _Joo7, fallso;#0
" E _(T’é”)”“ﬂ_{ 0, fallso,=0

» AT = vy,
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.22: Die explizite Matrix-Darstellung der Pseudoinverse braucht
man genauso haufig wie die der inversen Matrix, namlich fast nie. O
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.22: Die explizite Matrix-Darstellung der Pseudoinverse braucht
man genauso haufig wie die der inversen Matrix, namlich fast nie. O

Aus der Darstellung der Pseudoinversen in Satz 5.21 folgt unmittelbar
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.22: Die explizite Matrix-Darstellung der Pseudoinverse braucht
man genauso haufig wie die der inversen Matrix, namlich fast nie. O

Aus der Darstellung der Pseudoinversen in Satz 5.21 folgt unmittelbar

Fir jede Matrix A € R gilt

A=A  und (AN =@"H"

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 54/78



Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Bemerkung 5.22: Die explizite Matrix-Darstellung der Pseudoinverse braucht
man genauso haufig wie die der inversen Matrix, namlich fast nie. O

Aus der Darstellung der Pseudoinversen in Satz 5.21 folgt unmittelbar

Fir jede Matrix A € R gilt

A=A  und (AN =@"H"

Die Pseudoinverse A besitzt also die (iblichen Eigenschaften der Inversen
A~ fir reguléres A. Es gilt jedoch i. A.

(AB)! +# BTAT.
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Beispiel 5.24: Es gilt
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Beispiel 5.24: Es gilt

63950 )

und daher besitzt A die Pseudoinverse

IR e
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Lineare Ausgleichsprobleme Pseudoinverse

Pseudoinverse

Beispiel 5.24: Es gilt

63950 )

und daher besitzt A die Pseudoinverse
1 1 1\ [(1/vV2 0 1/ 10
oL —
A _\/§<—1 1>< 0 0>E 2<—1 O>'

EsistA>=A und (A7) = %AT, d.h. (A% #£ (A7) 0
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir Ubertragen nun den Begriff der Kondition einer Matrix auf singuldre und,
allgemeiner, auf nicht quadratische Matrizen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir Ubertragen nun den Begriff der Kondition einer Matrix auf singuldre und,
allgemeiner, auf nicht quadratische Matrizen.

Es ist klar, dass fUr den quadratischen, nicht regularen Fall dieser
verallgemeinerte Konditionsbegriff nicht mehr als Verstérkungsfaktor fir die
Stérung linearer Systeme gedeutet werden kann. Er spielt aber eine ahnliche
Rolle fir lineare Ausgleichsprobleme.
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir Ubertragen nun den Begriff der Kondition einer Matrix auf singuldre und,
allgemeiner, auf nicht quadratische Matrizen.

Es ist klar, dass fUr den quadratischen, nicht regularen Fall dieser
verallgemeinerte Konditionsbegriff nicht mehr als Verstérkungsfaktor fir die
Stérung linearer Systeme gedeutet werden kann. Er spielt aber eine ahnliche
Rolle fir lineare Ausgleichsprobleme.

Wir beschranken uns auf die Euklidische Norm und betrachten nur die beiden

Spezialfalle, dass entweder A vollen Rang hat oder nur die rechte Seite b
gestort wird.
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Zur Motivation betrachten wir das lineare Ausgleichsproblem
|Ax — b||, = min (5.12)
mit A € R, Rang(4) = r, und eine Stérung hiervon
|A(x + Ax) — (b + Ab)||, = min, (5.13)

wobei wir nur Stérungen von b, nicht aber der Koeffizientenmatrix A zulassen.
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Stérung von Ausgleichsproblemen

Zur Motivation betrachten wir das lineare Ausgleichsproblem
|Ax — b||, = min (5.12)
mit A € R, Rang(4) = r, und eine Stérung hiervon
|A(x + Ax) — (b + Ab)||, = min, (5.13)
wobei wir nur Stérungen von b, nicht aber der Koeffizientenmatrix A zulassen.

Es seix = A'h bzw. x + Ax = AT(b + Ab) die Pseudonormalldsung von (5.12)
bzw. (5.13). Dann gilt Ax = ATAb, und aus ||AT|, = 1/0, folgt

1
18x[l> < [AT[l2 - | Ab]l> = — || 2B
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Lineare Ausgleichsprobleme Storung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Ferner gilt (vgl. (5.11)):

r cz 1 r 1 r ) 9
B =35 > LS = LSy e
> g e = Ly
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Ferner gilt (vgl. (5.11)):

"2 1 < 1, 2
l3=>" 5> 5> a==|> @) b
-1 % 91 i=1

2
o
i=1 1

Da offenbar

r

Z(ui)Tbui

i=1

die Projektion von b auf den Bildbereich Bild(4) von A ist,
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Ferner gilt (vgl. (5.11)):

r 2 r
; 1

2 1<, .
=% > = > = — > ) bul.
i i 1 i=1

2
o
i=1 1

Da offenbar

r

Z(ui)Tbui
i=1
die Projektion von b auf den Bildbereich Bild(A) von A ist, folgt also fiir den

relativen Fehler Ax A
|ax> _ o1 &bl 514)
2~ o Pggabll
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Ferner gilt (vgl. (5.11)):

r 2 r
; 1

i 1, : )
fE=3"D > LS @ = LS i)l
g
=1 ! i=1

2
o
i=1 1

Da offenbar

r

Z(ui)Tbui
i=1
die Projektion von b auf den Bildbereich Bild(A) von A ist, folgt also fiir den

relativen Fehler Ax b
|ax> _ o1 &bl 514
||x||2 Or ||PBild(A)b||2

Diese Ungleichung beschreibt wieder, wie sich der relative Fehler der rechten
Seite eines Ausgleichsproblems auf die Lésung auswirken kann.
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Lineare Ausgleichsprobleme Storung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir definieren daher
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir definieren daher

Definition 5.25: A ¢ R("") besitze die Singularwertzerlegung A = UX V.

Dann nennen wir k,(A) := o1 /0, die Kondition des Ausgleichproblems
|Ax — b||> = min bzgl. Stérungen der rechten Seite.
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir definieren daher

Definition 5.25: A € R("") besitze die Singularwertzerlegung A = U V.
Dann nennen wir k,(A) := o1 /0, die Kondition des Ausgleichproblems
|Ax — b||> = min bzgl. Stérungen der rechten Seite.

Bemerkung 5.26: Ist A € R("") regular, so stimmt diese Definition der
Kondition mit der vorher gegebenen (fir die Euklidische Norm) Uberein. O

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 59/78



Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir definieren daher

Definition 5.25: A € R("") besitze die Singularwertzerlegung A = U V.
Dann nennen wir k,(A) := o1 /0, die Kondition des Ausgleichproblems
|Ax — b||> = min bzgl. Stérungen der rechten Seite.

Bemerkung 5.26: Ist A € R("") regular, so stimmt diese Definition der
Kondition mit der vorher gegebenen (fir die Euklidische Norm) Uberein. O

Bemerkung 5.27: Wegen r,(A"A) = k,(A)? und k,(A) > 1 sind die

Normalgleichungen eines linearen Ausgleichsproblems i. A. schlechter
konditioniert als die Koeffizientenmatrix des Ausgleichsproblems. O
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Wir definieren daher

Definition 5.25: A € R("") besitze die Singularwertzerlegung A = U V.
Dann nennen wir k,(A) := o1 /0, die Kondition des Ausgleichproblems
|Ax — b||> = min bzgl. Stérungen der rechten Seite.

Bemerkung 5.26: Ist A € R("") regular, so stimmt diese Definition der
Kondition mit der vorher gegebenen (fir die Euklidische Norm) Uberein. O

Bemerkung 5.27: Wegen r,(A"A) = k,(A)? und k,(A) > 1 sind die
Normalgleichungen eines linearen Ausgleichsproblems i. A. schlechter
konditioniert als die Koeffizientenmatrix des Ausgleichsproblems. O

Lasst man Stérungen der Koeffizientenmatrix A unter der Annahme, dass
diese vollen Rang hat, zu, so gilt:
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Lineare Ausgleichsprobleme Stérung von Ausgleichsproblemen

Stérung von Ausgleichsproblemen

Satz 5.28

Die Matrix A € R m > n, besitze den vollen Rang n. Es sei x die Lésung
des Ausglelchsproblems (5.12) und ¥ die Lésung des gestdrten Problems

(A + AA)E — (b + Ab)|> = min, (5.15)
vobel 1a4], [Ab] i (4)
2 2 Oy
€ = max , < = . 5.16
<|mm |Wh> @)~ ai(A) (5.16)
Dann gilt

=5, ()

(|2 os ¢

wobei § den Winkel zwischen b und seiner Projektion auf den Raum Bild(A)
bezeichnet.

+tan @ - HZ(A)> + 0(¢%), (5.17)
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung schlecht konditionierter Probleme

Einige Probleme der Anwendungen (z. B. in der Tomographie oder bei der
Ausbreitung von Rissen in den Materialwissenschaften) fihren auf lineare
Gleichungssysteme oder Ausgleichsprobleme mit schlecht konditionierten
Koeffizientenmatrizen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung schlecht konditionierter Probleme

Einige Probleme der Anwendungen (z. B. in der Tomographie oder bei der
Ausbreitung von Rissen in den Materialwissenschaften) fihren auf lineare
Gleichungssysteme oder Ausgleichsprobleme mit schlecht konditionierten
Koeffizientenmatrizen.

In diesen Fallen flihren die bisher betrachteten Verfahren zu schlechten oder
gar unbrauchbaren Ergebnissen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung schlecht konditionierter Probleme

Einige Probleme der Anwendungen (z. B. in der Tomographie oder bei der
Ausbreitung von Rissen in den Materialwissenschaften) fihren auf lineare
Gleichungssysteme oder Ausgleichsprobleme mit schlecht konditionierten
Koeffizientenmatrizen.

In diesen Fallen flihren die bisher betrachteten Verfahren zu schlechten oder
gar unbrauchbaren Ergebnissen.

Wie soll der Ingenieur nun vorgehen: Aufgeben? Zum n&chsten Mathematiker
rennen und sich Uber die Ungerechtigkeit in der Welt beschweren?
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung schlecht konditionierter Probleme

Einige Probleme der Anwendungen (z. B. in der Tomographie oder bei der
Ausbreitung von Rissen in den Materialwissenschaften) fihren auf lineare
Gleichungssysteme oder Ausgleichsprobleme mit schlecht konditionierten
Koeffizientenmatrizen.

In diesen Fallen flihren die bisher betrachteten Verfahren zu schlechten oder
gar unbrauchbaren Ergebnissen.

Wie soll der Ingenieur nun vorgehen: Aufgeben? Zum n&chsten Mathematiker
rennen und sich Uber die Ungerechtigkeit in der Welt beschweren?

Meist stecken hinter diesen Problemen Fragestellungen, denen eine
ingenieurwissenschaftlich oder physikalisch sinnvolle Antwort innewohnt. Die
implizite Annahme der Existenz einer ,physikalisch sinnvollen Lésung® nutzt
man zum ,Erzwingen*“ einer geeigneten ,mathematischen Lésung*.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Beispiel 5.29: Das Problem, die orthogonale Projektion einer gegebenen
Funktion f : [0, 1] — R auf den Raum I,_; der Polynome vom Héchstgrad
n — 1 bzgl. des inneren Produkts

(0) = [ F()e) s

zu berechnen, fiihrt bei der Wahl der Basis {1, x,--- ,x"~!} auf das lineare

Gleichungssystem
Ay =b (5.18)

mit der Matrix |

einer sogenannten Hilbert-Matrix, und b € R", b; := (f,x'~!).

A = (ay)ij—, wobei a;:= (5.19)
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Wir wahlen fir die Dimensionen n = 10, n = 20 und n = 40 die rechte Seite
von (5.18) so, dassy = (1,---, 1)" die eindeutige Lésung ist, und behandeln
(5.18) mit den bekannten numerischen Verfahren.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Wir wahlen fir die Dimensionen n = 10, n = 20 und n = 40 die rechte Seite
von (5.18) so, dassy = (1,---, 1)" die eindeutige Lésung ist, und behandeln
(5.18) mit den bekannten numerischen Verfahren.

Unter MATLAB erhalt man mit der LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche (in
MATLAB A\b), mit dem Cholesky-Verfahren, der QR-Zerlegung der Matrix A
und der Singularwertzerlegung von A die folgenden Fehler in der Euklidischen
Norm:
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Wir wahlen fiir die Dimensionen n = 10, n = 20 und n = 40 die rechte Seite
von (5.18) so, dassy = (1,---, 1)" die eindeutige Lésung ist, und behandeln
(5.18) mit den bekannten numerischen Verfahren.

Unter MATLAB erhalt man mit der LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche (in
MATLAB A\b), mit dem Cholesky-Verfahren, der QR-Zerlegung der Matrix A
und der Singularwertzerlegung von A die folgenden Fehler in der Euklidischen
Norm:

| n=10 | n=20 | n =40
LR-Zerlegung 5.24-107% | 8.25-10"! ‘ 3.78 - 1072
Cholesky 7.15-10~* | numer. nicht pos. def.
QR-Zerlegung 1.41-1073 | 1.67-10%2 | 1.46-107"3
SvD 8.24-107* | 3.26-10"? | 8.35-10"2
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die Ergebnisse sind also (wenigstens fir die Dimensionen n = 20 oder
n = 40) unbrauchbar.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die Ergebnisse sind also (wenigstens fir die Dimensionen n = 20 oder
n = 40) unbrauchbar.

Ein &hnliches Verhalten zeigt sich bei dem Ausgleichsproblem.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die Ergebnisse sind also (wenigstens fir die Dimensionen n = 20 oder
n = 40) unbrauchbar.

Ein &hnliches Verhalten zeigt sich bei dem Ausgleichsproblem.

Wir betrachten fir n = 10, n = 20 und n = 40 und m = n + 10 die

Ausgleichsprobleme
|Ax — b|| = min

mit der Hilbert-Matrix A € R wobei b so gewahlt ist, dass x = (1,---, 1)7
die Lésung ist mit dem Residuum Ax — b = o.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die folgende Tabelle enthalt wieder die Fehler in der Euklidischen Norm flr
die Lésung der Normalgleichungen mit der LR-Zerlegung (das Cholesky
Verfahren flhrte schon bei n = 10 zu der Meldung, dass die
Koeffizientenmatrix nicht positiv definit ist), mit der QR-Zerlegung und der
Singularwertzerlegung.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die folgende Tabelle enthalt wieder die Fehler in der Euklidischen Norm flr
die Lésung der Normalgleichungen mit der LR-Zerlegung (das Cholesky
Verfahren flhrte schon bei n = 10 zu der Meldung, dass die
Koeffizientenmatrix nicht positiv definit ist), mit der QR-Zerlegung und der
Singularwertzerlegung.

| n=10 | n=20 | n=40
Normalgleichungen 2.91-10%2 | 2.40-10%% | 8.21-10"2
QR-Zerlegung 1.93-107° | 5.04-10"" | 1.08-10"!
SVD 4.67-107° | 6.41-10%" | 3.72-10%2
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die folgende Tabelle enthalt wieder die Fehler in der Euklidischen Norm flr
die Lésung der Normalgleichungen mit der LR-Zerlegung (das Cholesky
Verfahren flhrte schon bei n = 10 zu der Meldung, dass die
Koeffizientenmatrix nicht positiv definit ist), mit der QR-Zerlegung und der
Singularwertzerlegung.

| n=10 | n=20 | n=40
Normalgleichungen 2.91-10%2 | 2.40-10%% | 8.21-10"2
QR-Zerlegung 1.93-107° | 5.04-10"" | 1.08-10"!
SVD 4.67-107° | 6.41-10%" | 3.72-10%2

Die Lésungen sind ebenfalls unbrauchbar.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme

65/78



Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Bei schlecht konditionierten Ausgleichsproblemen oder Gleichungssystemen
(n = m) ist das folgende Vorgehen zu empfehlen:
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Bei schlecht konditionierten Ausgleichsproblemen oder Gleichungssystemen
(n = m) ist das folgende Vorgehen zu empfehlen:

Bestimme die Singularwertzerlegung A = ULV’ von A; setze

—1

. o7 falls o, >,
x1 = diag(nidi), = { o -

sonst,
wobei 7 > 0 eine gegebene Zahl ist,

Al =viU", x:=Alb.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Bei schlecht konditionierten Ausgleichsproblemen oder Gleichungssystemen
(n = m) ist das folgende Vorgehen zu empfehlen:

Bestimme die Singularwertzerlegung A = ULV’ von A; setze

—1

. o, falls o; >,
=l = diag(mid), mi:= { o -

sonst,
wobei 7 > 0 eine gegebene Zahl ist,

Al =viU", x:=Alb.

Die Matrix AT heiBt eine effektive Pseudoinverse von A.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Dieses Vorgehen nennt man eine Regularisierung. Zu kleine singulare Werte
werden unschadlich gemacht, um die Kondition zu verbessern.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Dieses Vorgehen nennt man eine Regularisierung. Zu kleine singulare Werte
werden unschadlich gemacht, um die Kondition zu verbessern.

Daflir nimmt man einen Verfahrensfehler in Kauf.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Dieses Vorgehen nennt man eine Regularisierung. Zu kleine singulare Werte
werden unschadlich gemacht, um die Kondition zu verbessern.

Daflir nimmt man einen Verfahrensfehler in Kauf.

Man I6st an Stelle des Gleichungssystems Ax = b das System Ax = Pb, wobei
P die orthogonale Projektion auf den Teilraum span{u’ : o; > 7} bezeichnet.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die bekannteste Regularisierung wurde unabhangig von Philips und Tichonov
eingefiihrt und wird als Tichonov-Regularisierung bezeichnet.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme 68/78



Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die bekannteste Regularisierung wurde unabhangig von Philips und Tichonov
eingefiihrt und wird als Tichonov-Regularisierung bezeichnet.

Sie entspricht einer Dampfung des Einflusses kleiner singularer Werte bei der
Lésung.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Die bekannteste Regularisierung wurde unabhangig von Philips und Tichonov
eingefiihrt und wird als Tichonov-Regularisierung bezeichnet.

Sie entspricht einer Dampfung des Einflusses kleiner singularer Werte bei der
Lésung.

Man lést an Stelle des Systems Ax = b das Gleichungssystem
(ATA + aE,)x =A"b (5.20)

mit einem Regularisierungsparameter a > 0.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Offenbar ist (5.20) aquivalent zu
|Ax — B|3 + a/lx|)3 = min (5.21)

(dies ist die Ubliche Formulierung der Tichonov-Regularisierung)
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Offenbar ist (5.20) aquivalent zu
|Ax — B|3 + a/lx|)3 = min (5.21)
(dies ist die Ubliche Formulierung der Tichonov-Regularisierung)

oder zu

PO T ~ (A = (b
|Ax — b| =min, A= <\/5En)’ b= (0). (5.22)
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Offenbar ist (5.20) aquivalent zu
|[Ax — b|)5 + x|} = min (5.21)
(dies ist die Ubliche Formulierung der Tichonov-Regularisierung)

oder zu

PO . . ~ A = b
|Ax — b5 = min, A = <\/5En) , b= (0) . (5.22)

Diese letzte Formulierung wurde zusammen mit der QR-Zerlegung der Matrix
A von Golub erstmals verwendet, um die Regularisierung stabil auszufiihren.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

WegenA'A = A”A + oF, besitzt A die singularen Werte \/o? + o, wenn die
o; die singularen Werte von A sind, und die Kondition von (5.22) wird
verkleinert zu
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

WegenA'A = A”A + oF, besitzt A die singularen Werte \/o? + o, wenn die
o; die singularen Werte von A sind, und die Kondition von (5.22) wird
verkleinert zu

Ist 3 := U"b, so ist (5.22) wegen (5.20) aquivalent zu
V(Z'U'UZ + oE,)V'x = VE'U"D = VXT3,
d.h,,

n
_ T —1sTpa _ Bioi
x=V(E'E+aE,) '8 = §i21 o%+a”l'
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Man benétigt also nur die Singularwertzerlegung von A, um das regularisierte
Problem flr verschiedene Regularisierungsparameter a zu I6sen.
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Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung

Man benétigt also nur die Singularwertzerlegung von A, um das regularisierte
Problem flr verschiedene Regularisierungsparameter « zu I6sen.

Wir wenden auf das Gleichungssystem (5.18) die Regularisierungen durch
Abschneiden der kleinen singularen Werte an und die verschiedenen Formen
der Tichonov-Regularisierungen. Dabei wird der Regularisierungsparameter
« jeweils so gewahlt, dass der Fehler minimal wird.
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Regularisierung

Man benétigt also nur die Singularwertzerlegung von A, um das regularisierte
Problem flr verschiedene Regularisierungsparameter « zu I6sen.

Wir wenden auf das Gleichungssystem (5.18) die Regularisierungen durch
Abschneiden der kleinen singularen Werte an und die verschiedenen Formen
der Tichonov-Regularisierungen. Dabei wird der Regularisierungsparameter
« jeweils so gewahlt, dass der Fehler minimal wird.

Dies ist bei praktischen Problemen natirlich nicht mdéglich (die Lésung des
Problems wird ja erst noch gesucht). Strategien zur Wahl des Parameters
findet man in Engl (1997) oder Louis (1989).
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Regularisierung

Als grobe Richtlinie kann man sagen, dass man eine numerische Losung, die
bedingt durch die schlechte Kondition eines Problems verfalscht ist, haufig
daran erkennt, das sie stark oszilliert. Man variiert dann interaktiv den
Parameter solange, bis man die Lésung glaubt (d.h. bis die gefundene

Lésung die physikalischen Eigenschaften des modellierten Problems richtig
wiedergibt).
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Regularisierung

Als grobe Richtlinie kann man sagen, dass man eine numerische Losung, die
bedingt durch die schlechte Kondition eines Problems verfalscht ist, haufig
daran erkennt, das sie stark oszilliert. Man variiert dann interaktiv den
Parameter solange, bis man die Lésung glaubt (d.h. bis die gefundene
Lésung die physikalischen Eigenschaften des modellierten Problems richtig
wiedergibt).

FUr das lineare Gleichungssystem (5.18), (5.19) erhalt man die Fehler der
folgenden Tabelle. Dabei wurden die Normalgleichungen der
Tichonov-Regularisierung (5.20) mit der Cholesky Zerlegung geldst (die
LR-Zerlegung mit dem MATLAB-Befehl \ lieferte &hnliche Ergebnisse) und das
regularisierte Ausgleichsproblem (5.22) wurde mit der QR-Zerlegung von A
und der Singularwertzerlegung von A gelést.
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Regularisierung

Far das lineare Gleichungssytem erhalt man

| n=10 | n=20 | n =40
Tichonov-Cholesky 1.41-1073 | 2.03-1073 | 3.51-1073
Tichonov-QR 3.50-107¢ | 5.99-107° | 7.54-10°°
Tichonov-SVD 343107 | 6.33-107° | 9.66-10~°

Abgeschnittene SVD | 2.77-1076 | 3.92-10¢ | 7.35- 107
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Far das lineare Gleichungssytem erhalt man

| n=10 | n=20 | n =40
Tichonov-Cholesky 1.41-1073 | 2.03-1073 | 3.51-1073
Tichonov-QR 3.50-107¢ | 5.99-107° | 7.54-10°°
Tichonov-SVD 343107 | 6.33-107° | 9.66-10~°

Abgeschnittene SVD | 2.77-1076 | 3.92-10¢ | 7.35- 107

Fir das Ausgleichsproblem erhalt man

| n=10 | n =20 | n =40
Tichonov-Cholesky 3.85-107* | 1.19-1073 | 2.27-1073
Tichonov-QR 2.24-1077 | 1.79-107° | 6.24-10~°
Tichonov-SVD 851-1077 | 1.61-107° | 3.45.10°°

Abgeschnittene SVD 7211077 | 1.94-107¢ | 7.70- 106
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Regularisierung

Ein haufig verwendetes Verfahren zur Schatzung des optimalen
Regularisierungsparameters ist die L-Kurven Methode (Hansen).
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Regularisierungsparameters ist die L-Kurven Methode (Hansen).

In ihr betrachtet man die Kurve

a = ([|Axa = bll2; [[*al2)-
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Regularisierung

Ein haufig verwendetes Verfahren zur Schatzung des optimalen
Regularisierungsparameters ist die L-Kurven Methode (Hansen).

In ihr betrachtet man die Kurve

a = ([|Axa = bll2; [[*al2)-

Diese sog. L-Kurve hat haufig die Gestalt des Buchstaben ,L* wie in
Abbildung 1 auf der Ubernachsten Folie, wobei der Parameter «, der zu dem
-Knick® gehért, optimal ist.
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Regularisierung

Fir Systeme, fiir die Koeffizienten b”u/ der (ungestdrten) rechten Seite bzgl.
der singuléaren Vektoren #/ von A schneller abfallen als die singularen Werte
oj von A, kann man die L-Kurven Methode begrinden (vgl. Hansen). Im
allgemeinen Fall kann diese Methode aber versagen.
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Regularisierung

Fir Systeme, fiir die Koeffizienten b”u/ der (ungestdrten) rechten Seite bzgl.

der singuléaren Vektoren #/ von A schneller abfallen als die singularen Werte
oj von A, kann man die L-Kurven Methode begrinden (vgl. Hansen). Im
allgemeinen Fall kann diese Methode aber versagen.

Abbildung 1 enthalt die L-Kurve fiir das Gleichungssystem mit der
Hilbert-Matrix der Dimension 100 und der Lésung

i:(la"')l)Ta

wobei zuséatzlich die rechte Seite mit einem zufélligen Fehler von héchstens
0.1% verfalscht worden ist. Fir dieses Beispiel ist die im letzten Absatz
genannte Bedingung Gbrigens nicht erfullt.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Lineare Ausgleichsprobleme

75/78



Lineare Ausgleichsprobleme Regularisierung

Regularisierung
Abbildung 1: L-Kurve

5 L Kurve; Hilbertmatrix der Dimension 100; Stoerung 0.1%
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Regularisierung

Die Tabelle auf der nachsten Folie enthélt |[Ax, — b||2, |x+]|2 und den Fehler
|lxo. — X||, fUr verschiedene Parameter «.
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Regularisierung

Die Tabelle auf der nachsten Folie enthélt |[Ax, — b||2, |x+]|2 und den Fehler
|lxo. — X||, fUr verschiedene Parameter «.

Tatsé&chlich ist der Fehler minimal fiir « = 109, und bei diesem Parameter
liegt auch der Knick der L-Kurve.
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Regularisierung

o [Axo — b2 [E2E [xa — %2
10790 1 4.0508 - 10T [ 6.2357 - 1070 | 5.3199 . 10T
10791 | 8.7802-107% | 8.6987 - 10T% | 2.9868 - 10+
10792 | 1.6321-107%" | 9.5915-107% | 1.6413-107%
1079 | 3.0354- 10792 | 9.8697 - 10T | 9.0701 - 10~ 0!
107% | 6.2919- 107 | 9.9553-10T% | 5.2049 - 10~
1079 | 2.2522-1079 | 9.9819-107% | 2.5714 - 10~
1079 | 1.7941-1079 | 9.9944 . 107% | 1.0069 - 10~
10797 | 1.7862-1079 | 1.0017 - 10T% | 4.9295. 10~
1079 | 1.8052- 1079 | 1.0287-107%" | 2.3157-107%
1079 | 1.8355-10"9 | 1.7458 - 101°" | 1.4260 - 10101
10719 | 1.9748 - 107 | 8.3028 - 10M°" | 8.2396 - 1010!
10711 | 2.3529.1079 | 2.0179- 10792 | 2.0153 - 10192
10712 | 2.5359-1079 | 5.3920- 10792 | 5.3911 - 10192
10713 | 2.6525- 1079 | 1.4070-107%% | 1.4070- 10103
10~ | 2.7449 - 10-9 | 4.0380 - 107% | 4.0380 - 10103
1015 | 2.8050- 10~ | 1.0709 - 10t%* | 1.0709 - 1070+
10716 | 2.8535-107% | 2.4176- 107%* | 2.4176 - 101*
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