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Wenn alles andere versagt . ..
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Hintergrund zum Vortrag
Hintergrund

Die an einer Technischen Universitat verwendete Mathematik unterscheidet
sich von Schulmathematik:

» Man sollte besser nicht zu viel rechnen. Das ist der Ansatz im Buch
“Street-Fighting Mathematics”, erschienen am MIT unter einer Creative
Commons (CC) Lizenz, genauer CC-BY-NC-SA, (Mahajan, 2010).
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» Da man manchmal doch rechnen muss, sollte man wissen, ob und wie.
Das findet man in den Biichern “How to solve it” (Polya, 2004), “Dead
reckoning” (Doerfler, 1993) und “How to calculate quickly” (Sticker, 2000).
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Das findet man in den Biichern “How to solve it” (Polya, 2004), “Dead
reckoning” (Doerfler, 1993) und “How to calculate quickly” (Sticker, 2000).

» Wenn man sich die Rechnung aussuchen kann, sollte man einen
,schénen* Weg aussuchen. Dazu: “Proofs from the book” (Euklid, Euler),
nach (Aigner and Ziegler, 1999), und der Fundamentalsatz der Algebra
(Argand) nach (Kdénigsberger, 2004, §7.6).

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010 3/80



Hintergrund zum Vortrag
Hintergrund

Die an einer Technischen Universitat verwendete Mathematik unterscheidet
sich von Schulmathematik:

» Man sollte besser nicht zu viel rechnen. Das ist der Ansatz im Buch
“Street-Fighting Mathematics”, erschienen am MIT unter einer Creative
Commons (CC) Lizenz, genauer CC-BY-NC-SA, (Mahajan, 2010).

» Da man manchmal doch rechnen muss, sollte man wissen, ob und wie.
Das findet man in den Biichern “How to solve it” (Polya, 2004), “Dead
reckoning” (Doerfler, 1993) und “How to calculate quickly” (Sticker, 2000).

» Wenn man sich die Rechnung aussuchen kann, sollte man einen
,schénen* Weg aussuchen. Dazu: “Proofs from the book” (Euklid, Euler),
nach (Aigner and Ziegler, 1999), und der Fundamentalsatz der Algebra
(Argand) nach (Kdénigsberger, 2004, §7.6).

» Manchmal geht es nicht ,schén“ und man nimmt, was man kriegt. Ein
Beispiel dazu ist der Satz ,Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung
sind auflésbar”, bewiesen von Walter Feit und John Griggs Thompson
(Feit and Thompson, 1963) (hier nur im Ansatz gezeigt).
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SEECIEERENS Dimensionsanalyse

Motivation

Man kann Aufgaben mit mathematischem Hintergrund oft auf zwei
verschiedene Arten stellen:
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,Ein Ball falle aus Ruhelage aus einer Héhe von h Metern und
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Vernachldssigung des Luftwiderstandes.”
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Boden mit einer Geschwindigkeit von v. Berechnen Sie v unter der
Annahme einer gravitionellen Beschleunigung von g und unter
Vernachlédssigung des Luftwiderstandes."

Welcher Ansatz hat welche Vor- und Nachteile?
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SEECIEERENS Dimensionsanalyse

Vergleich anhand der Losung

Die erste Aufgabenstellung ist einheiten- und dimensionslos gestellt. Die
Einheiten sind explizit vorgegeben. Die zweite Aufgabenstellung bietet die

Freiheit/Pflicht, selber Einheiten zu Gberlegen.
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Die erste Aufgabenstellung ist einheiten- und dimensionslos gestellt. Die
Einheiten sind explizit vorgegeben. Die zweite Aufgabenstellung bietet die
Freiheit/Pflicht, selber Einheiten zu lberlegen.

Dafar hat man bei der zweiten Aufgabenstellung eine Kontrolle des
Ergebnisses: Es bezeichne x die H6he Gber dem Boden und ¢ die Zeit, sowie
v die Geschwindigkeit und a die Beschleunigung. Dann ist

dx dv  dx .
(1)

x(O):h, VZE:).Q V(O)ZO, a:—:_:x:_gzconst_
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Ergebnisses: Es bezeichne x die H6he Gber dem Boden und ¢ die Zeit, sowie
v die Geschwindigkeit und a die Beschleunigung. Dann ist

dx dv  d*x

0)=h v=—r=i w0)=0, a=— =5 =k=—g=const. (1)

und es gilt
1
x(1) = —Egtz +h. )

Die Endschnelligkeit (bei x = 0, also t = \/2h/g) betrdgt demnach

v(v/2h/g)| = | — g\/2h/g| = \/2gh. (3)
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SEECIEERENS Dimensionsanalyse

Dimensionsanalyse

Man sieht, dass /2gh die korrekte Dimension einer Geschwindigkeit hat,
namlich dim(/2gh) = \/L/T*>-L=L/T.
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Dimension L/T, muss die Abh&ngigkeit von g als einzig zeitabhangigem Anteil
in der Form /g vorliegen.
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namlich dim(/2gh) = \/L/T*>-L=L/T.

Andersherum: Um eine Geschwindigkeit aus g und & zu kombinieren, also die
Dimension L/T, muss die Abh&ngigkeit von g als einzig zeitabhangigem Anteil
in der Form /g vorliegen. Damit muss der fehlende Anteil VL von vh
kommen, also wissen wir ohne Rechnung

v~ \/gh, 4)
wobei

axb &= aundb haben (evil. dimensionsabhangigen) Faktor, (5a)
a~b & aundb haben dimensionsunabhangen Faktor, (5b)
ax~b :& aundb haben Faktor nahe Eins. (5¢c)

Es fehlt also zum Endergebnis nur der dimensionslose Faktor v/2.
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SEECIEERENS Dimensionsanalyse

Dimensionsanalyse

Was niitzen die obigen Uberlegungen bei der Berechnung des Integrales

/ e dx? (6)

—0o0
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Zuerst verallgemeinert man die Fragestellung: Welchen Wert hat
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Dimensionsanalyse

Was niitzen die obigen Uberlegungen bei der Berechnung des Integrales

/ e dx? (6)

Zuerst verallgemeinert man die Fragestellung: Welchen Wert hat

/00 e~ dx? (7)

—00

Das Ergebnis hangt nicht mehr von x ab, es gibt auch keine
Integrationskonstante. Das Ergebnis ist eine Funktion alleine von a,

/00 e~ dx = f(a). (8)

— 00
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SEECIEERENS Dimensionsanalyse

Dimensionsanalyse

Wir versehen jetzt x und o mit Dimensionen, so dass die Gleichung erfullt ist.
Dadurch gewinnen wir Aufschluss tber die méglichen Funktionen f(«).
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Dimensionsanalyse

Wir versehen jetzt x und o mit Dimensionen, so dass die Gleichung erfullt ist.
Dadurch gewinnen wir Aufschluss Uber die méglichen Funktionen f(«): Der
Plan lautet

» versehe o mit Dimensionen,

» finde die Dimensionen des Integrales,

» bastele ein f(a) mit diesen Dimensionen.
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Wir versehen jetzt x und o mit Dimensionen, so dass die Gleichung erfullt ist.
Dadurch gewinnen wir Aufschluss Uber die méglichen Funktionen f(«): Der
Plan lautet

» versehe o mit Dimensionen,
» finde die Dimensionen des Integrales,
» bastele ein f(a) mit diesen Dimensionen.

Die Variable x hat in natlrlicher Weise die Dimension einer Lénge, [x] = L: Es
wird Uber die x-Achse integriert.

Die Variable « erscheint im Exponenten, zusammen mit x. Exponenten geben

an, ,wie oft* eine Zahl mit sich selbst multipliziert wird, ist also dimensionslos.
Damit muss [a][x]? = 1 gelten, « also die Dimension [a] = L~2 haben.
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SEECIEERENS Dimensionsanalyse

Dimensionsanalyse

Der Exponentialterm ist also dimensionslos. Das Integral ist (z. B.) als
Verfeinerung einer Treppenfunktion definiert, im Limes hat also Ax — dx die
selbe Dimension wie x, also ist [dx] = L und das Ergebnis der Integration ist

eine Lange.
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Der Exponentialterm ist also dimensionslos. Das Integral ist (z. B.) als
Verfeinerung einer Treppenfunktion definiert, im Limes hat also Ax — dx die
selbe Dimension wie x, also ist [dx] = L und das Ergebnis der Integration ist
eine Lange.

Damit muss aber die Funktion f(«) auch die Dimension einer Lange haben,

L= | [~ et = ©)

—00

Eine kurze Uberlegung zeigt, dass dann
1
fla) ~ 7o (10)

gelten muss.
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Der Exponentialterm ist also dimensionslos. Das Integral ist (z. B.) als
Verfeinerung einer Treppenfunktion definiert, im Limes hat also Ax — dx die
selbe Dimension wie x, also ist [dx] = L und das Ergebnis der Integration ist
eine Lange.

Damit muss aber die Funktion f(«) auch die Dimension einer Lange haben,

L= | [~ et = (0
Eine kurze Uberlegung zeigt, dass dann
o) ~ == (10)
gelten muss, also fiir eine unbekannte Konstante ¢
/O; e dx = % (11)
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SEECIEERENS Einfache Félle

Ubersicht

StraBenkampfmathematik

Einfache Félle
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SEECIEERENS Einfache Félle

Zurtck zum Integral

Wir betrachten nochmals das Integral

/OO e dx. (12)

— 00
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SEECIEERENS Einfache Félle

Zurtck zum Integral

Wir betrachten nochmals das Integral

/ T ety (12)

— 00

Eine typische Studentenfrage lautet: War das Ergebnis nun /7« oder /7 /a?
(Wer Dimensionsanalyse kann, sieht es sofort.)
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SEECIEERENS Einfache Félle

Zurdck zum Integral

Wir betrachten nochmals das Integral
/ e d. (12)

Eine typische Studentenfrage lautet: War das Ergebnis nun /7« oder /7 /a?
(Wer Dimensionsanalyse kann, sieht es sofort.)

Um solche Fragen beantworten zu kénnen, sucht man nach einfachen
(Spezial-)Fallen.

» Flr o — oo geht die Flache unter der Funktion gegen Null, da die
Glockenkurve immer steiler wird.
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Zurdck zum Integral

Wir betrachten nochmals das Integral

/ e~ dx. (12)

— 00

Eine typische Studentenfrage lautet: War das Ergebnis nun /7« oder /7 /a?
(Wer Dimensionsanalyse kann, sieht es sofort.)

Um solche Fragen beantworten zu kénnen, sucht man nach einfachen
(Spezial-)Fallen.
» Flr o — oo geht die Flache unter der Funktion gegen Null, da die
Glockenkurve immer steiler wird.

» Flr o — 0 konvergiert die Funktion gegen die konstante Funktion ¢° = 1,
das Integral sollte also gegen oo divergieren.
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Zuruck zum Integral

Wir betrachten nochmals das Integral

/ e~ dx. (12)
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Eine typische Studentenfrage lautet: War das Ergebnis nun /7« oder /7 /a?
(Wer Dimensionsanalyse kann, sieht es sofort.)

Um solche Fragen beantworten zu kénnen, sucht man nach einfachen
(Spezial-)Fallen.
» Flr o — oo geht die Flache unter der Funktion gegen Null, da die
Glockenkurve immer steiler wird.
» Flr o — 0 konvergiert die Funktion gegen die konstante Funktion ¢° = 1,
das Integral sollte also gegen oo divergieren.
» Fir a = 1 verwendet man eine Formel zur approximativen Integration,
eine sogenannte Quadraturformel. Man sieht dann schnell, dass das
Integral einen Wert nahe bei /7 ~ 1.772453850905516 annimmt.
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

Ubersicht

StraBenkampfmathematik

Klumpenbildung
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

,m mal Daumen*

Oft muss eine Integration durchgefiihrt werden, welche durch eine
Flachenberechnung veranschaulicht werden kann.
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

,m mal Daumen*“

Oft muss eine Integration durchgefiihrt werden, welche durch eine
Flachenberechnung veranschaulicht werden kann.

Wir betrachten allgemeine Zerfallsprozesse. Diese werden durch Funktionen
e~ mit a > 0 beschrieben.
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

,m mal Daumen*“

Oft muss eine Integration durchgefiihrt werden, welche durch eine
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Funktion durch ein Rechteck mit der Héhe gleich dem Maximum der Funktion,
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Wir betrachten allgemeine Zerfallsprozesse. Diese werden durch Funktionen
e~ mit a > 0 beschrieben. Das zugehdrige Integral

/ e dt (13)
0

LKlumpt® eigentlich nur nahe Null, daher ersetzt man die Flache unter der
Funktion durch ein Rechteck mit der Héhe gleich dem Maximum der Funktion,
hier, 1 = ¢’ = MaX,e(—o0,0] €'

Als Breite des Rechteckes wahlt man entweder die ,1/¢"“-Heuristik oder die
Volle-Breite-bei-halbem-Maximum—Heuristik (VBhM).
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

,1/e“-Heuristik

Die ,1/¢"-Heuristik nimmt als Breite des Rechteckes den Wert 1 € [0, ), an
dem die Funktion e~ gleich der flir die Exponentialfunktion ,signifikanten
Anderung” 1/eist, also t = 1/a.
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Die ,1/¢"-Heuristik nimmt als Breite des Rechteckes den Wert 1 € [0, ), an
dem die Funktion e~ gleich der flir die Exponentialfunktion ,signifikanten
Anderung” 1/eist, also t = 1/a.

Diese ,signifikante Anderung* ist motiviert aus der Beobachtung, dass ¢2

z. B. bedeutet, dass man den Ausgangswert 1 = ¢° zweimal durch e teilt. Bei
solchem wiederholtem Teilen durch e ist ein einmaliges Teilen sicherlich
signifikant.
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Damit ergibt sich als ,geklumpter® Wert des Integrales

s 1 1
/ e Mdr~ed = =~ (14)
0 « «
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Anderung” 1/eist, also t = 1/a.

Diese ,signifikante Anderung* ist motiviert aus der Beobachtung, dass ¢2

z. B. bedeutet, dass man den Ausgangswert 1 = ¢° zweimal durch e teilt. Bei
solchem wiederholtem Teilen durch e ist ein einmaliges Teilen sicherlich
signifikant.

Damit ergibt sich als ,geklumpter® Wert des Integrales

s 1
/ e ¥dt ~ € - ! = —. (14)
0 « «

Dieser Wert ist aber sogar der korrekte Wert, wie man nach der Substitution
x = —at durch nachfolgende Antiderivation schnell berechnen kann.
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

,1 /e“-Heuristik und etwas Stochastik

Die ,1/¢"“-Heuristik kann man sich auch anders lberlegen: Betrachtet als
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion (nach Skalierung), liegt der Erwartungswert
der Funktion e~ auf [0, c0) bei 1/«
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Die ,1/¢"“-Heuristik kann man sich auch anders lberlegen: Betrachtet als
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion (nach Skalierung), liegt der Erwartungswert
der Funktion e~ auf [0, c0) bei 1/«

Erklarungen dazu: Eine Dichtefunktion f dient dazu, fir stetige Verteilungen
die Wahrscheinlichkeit zu beschreiben, dass ein Ereignis zwischen a < b
eintritt,

b
Pla<x<b)= / F(x)dx. (15)
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,1 /e“-Heuristik und etwas Stochastik

Die ,1/¢*-Heuristik kann man sich auch anders Uberlegen: Betrachtet als
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion (nach Skalierung), liegt der Erwartungswert
der Funktion e~ auf [0, c0) bei 1/«

Erklarungen dazu: Eine Dichtefunktion f dient dazu, fir stetige Verteilungen
die Wahrscheinlichkeit zu beschreiben, dass ein Ereignis zwischen a < b
eintritt,

b
Pla<x<b)= / F(x)dx. (15)

Der Erwartungswert ist dann wie im analogen Fall einer diskreten
Wabhrscheinlichkeitsverteilung gegeben als

E(T) = / ~ tF e, (16)

—00
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eintritt,

b
Pla<x<b)= / F(x)dx. (15)

Der Erwartungswert ist dann wie im analogen Fall einer diskreten
Wabhrscheinlichkeitsverteilung gegeben als

E(T) = / ~ tF e, (16)

—00

Dazu muss man aber wieder die zu integrierende Funktion (nach partieller
Integration) integrieren ...
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

VBhM-Heuristik

Die Volle-Breite-bei-halbem-Maximum—Heuristik funktioniert gut, wenn der zu
viel gezéhlte und der weggelassene Flachenteil gleich grof3 ist. Hier ergibt
sich die Breite aus

e—al —

1 &
1772 i)

zut=1In(2)/a
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VBhM-Heuristik

Die Volle-Breite-bei-halbem-Maximum—Heuristik funktioniert gut, wenn der zu
viel gezéhlte und der weggelassene Flachenteil gleich grof3 ist. Hier ergibt
sich die Breite aus

1 &
V== 17
e 3= 3 (17)
zu t = In(2)/a, und damit die approximative Flache unter dem Integral zu
X 2 0.69315
/ e_atdt ~ 60 A 111(2) _ ln( ) ~ . (18)
0 o « «
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Die Volle-Breite-bei-halbem-Maximum—Heuristik funktioniert gut, wenn der zu
viel gezéhlte und der weggelassene Flachenteil gleich grof3 ist. Hier ergibt
sich die Breite aus

1 &
V== 17
e 3= 3 (17)
zu t = In(2)/a, und damit die approximative Flache unter dem Integral zu
X 2 0.69315
/ e_atdt ~ 60 A 111(2) —_ ln( ) ~ v (18)
0 o « «

Damit ist der absolute Fehler bei dieser ,Klumpenbildung* ungefahr (3a)~!.
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VBhM-Heuristik

Die Volle-Breite-bei-halbem-Maximum—Heuristik funktioniert gut, wenn der zu
viel gezéhlte und der weggelassene Flachenteil gleich grof3 ist. Hier ergibt
sich die Breite aus

1 &
V== 17
e 5= 3 (17)
zu t = In(2)/a, und damit die approximative Flache unter dem Integral zu
X 2 0.69315
/ e_o‘tdt ~ 60 A 111(2) —_ ln( ) ~ v (18)
0 o « «

Damit ist der absolute Fehler bei dieser ,Klumpenbildung“ ungefahr (3a)~".

In diesem einfachen Fall ist die ,,1/e-Heuristik” der klare Gewinner. Beide
Heuristiken entsprechen sogenannten Quadraturformeln, die man im
allgemeinen Fall vergleichen kann, und bei diesem Vergleich schneidet die
VBhM-Heuristik besser ab.
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

Vergleich am Beispiel

Wir vergleichen die beiden Heuristiken am Beispiel

/ e dx = 2/ e~ dix. (19)
0

— 00
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Vergleich am Beispiel

Wir vergleichen die beiden Heuristiken am Beispiel

/ e~ dx = 2/ e dx. (19)
—o0 0

Fir die ,1/e-Heuristik” ist die Breite durch
e = ¢! (20)

zu x = 4/ 1/« festgelegt, der approximative Wert des Integrales ist demnach

o 9.1
T dx &~ . 21
/,ooe ARSI @l
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Vergleich am Beispiel

Wir vergleichen die beiden Heuristiken am Beispiel

/ e~ dx = 2/ e dx. (19)
0

Fir die ,1/e-Heuristik” ist die Breite durch
e = ¢! (20)

zu x = 4/ 1/« festgelegt, der approximative Wert des Integrales ist demnach

o 9.1
T dx &~ . 21
/,ooe ARSI @l

Dieses ist fir den geringen Rechenaufwand ein gutes Ergebnis nahe am

wirklichen Wert
e 2 1.77
TYdx = N 22
/_Oo =N AR (22)
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

Vergleich am Beispiel

Die VBhM-Heuristik erzwingt die Breite nach
(23)

also als x = /In(2) /a.
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StraBenkampfmathematik Klumpenbildung

Vergleich am Beispiel
Die VBhM-Heuristik erzwingt die Breite nach

(23)

—ax® 1
¢ 2’
also als x = /In(2) /a.

Damit ist das approximative Ergebnis nach dieser Heuristik gegeben durch

/ o g 2 ,\/_/21(2) - 1.66\5/150922. 2

—00
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Vergleich am Beispiel

Die VBhM-Heuristik erzwingt die Breite nach

2
— QX
e =

1
also als x = /In(2) /a.

Damit ist das approximative Ergebnis nach dieser Heuristik gegeben durch

/ o g 2 ,\/_/21(2) - 1.66\5/150922. 2

Der absolute Fehler fir die beiden Heuristiken passt in das oben behauptete
allgemeine Verhalten:

—00

0.2275461
i N 2
absoluter Fehler bei 1/e Ja (25)

0.1073446

Tz (26)

absoluter Fehler bei VBhM =~
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ubersicht

StraBenkampfmathematik

Bildhafte Beweise
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte ...

Manchmal ist es einfacher, ein Bild zu verwenden, als viele mathematische
Formeln ,runterzurattern®.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte ...

Manchmal ist es einfacher, ein Bild zu verwenden, als viele mathematische
Formeln ,runterzurattern®.

Als Einfihrung: Man vermutet schnell, dass die Summe der ersten k
ungeraden nattrlichen Zahlen die Quadratzahl k* ergibt:

1=1%, 143=2% 143+5=3% 143+4+5+7=4% ... (27)

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  21/80



SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte ...

Manchmal ist es einfacher, ein Bild zu verwenden, als viele mathematische
Formeln ,runterzurattern®.

Als Einfihrung: Man vermutet schnell, dass die Summe der ersten k
ungeraden nattrlichen Zahlen die Quadratzahl k* ergibt:

1=1%, 143=2% 143+5=3% 143+4+5+7=4% ... (27)

H&aufig wird dieser Sachverhalt mittels vollstandiger Induktion bewiesen.
Dabei ist der skizzierte bildhafte Beweis ,anschaulicher” (sic) und somit
leichter zu verstehen (und leichter zu merken):

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  21/80



SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte ...

Manchmal ist es einfacher, ein Bild zu verwenden, als viele mathematische
Formeln ,runterzurattern®.

Als Einfihrung: Man vermutet schnell, dass die Summe der ersten k
ungeraden nattrlichen Zahlen die Quadratzahl k* ergibt:
1=1%, 143=2% 143+5=3% 143+4+5+7=4% ... (27)

H&aufig wird dieser Sachverhalt mittels vollstandiger Induktion bewiesen.
Dabei ist der skizzierte bildhafte Beweis ,anschaulicher” (sic) und somit
leichter zu verstehen (und leichter zu merken):

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  21/80



SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte ...

Manchmal ist es einfacher, ein Bild zu verwenden, als viele mathematische
Formeln ,runterzurattern®.

Als Einfihrung: Man vermutet schnell, dass die Summe der ersten k
ungeraden nattrlichen Zahlen die Quadratzahl k* ergibt:
1=1%, 143=2% 143+5=3% 143+4+5+7=4% ... (27)

H&aufig wird dieser Sachverhalt mittels vollstandiger Induktion bewiesen.
Dabei ist der skizzierte bildhafte Beweis ,anschaulicher” (sic) und somit
leichter zu verstehen (und leichter zu merken):

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  21/80



SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte ...

Manchmal ist es einfacher, ein Bild zu verwenden, als viele mathematische
Formeln ,runterzurattern®.

Als Einfihrung: Man vermutet schnell, dass die Summe der ersten k
ungeraden nattrlichen Zahlen die Quadratzahl k* ergibt:
1=1%, 143=2% 143+5=3% 143+4+5+7=4% ... (27)

H&aufig wird dieser Sachverhalt mittels vollstandiger Induktion bewiesen.
Dabei ist der skizzierte bildhafte Beweis ,anschaulicher” (sic) und somit
leichter zu verstehen (und leichter zu merken):

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  21/80



SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Die Sache mit =

Die Griechen fanden schnell heraus, dass alle Kreise ein festes Verhaltnis
zwischen Diameter (Zwei mal Radius) und Kreisumfang aufweisen. Dieses
nannten sie 7 (eigentlich nicht). Es gilt also fiir den Umfang U eines Kreises
mit Radius r und Diameter d = 2r die Gleichung

U=nd="2rr. (28)
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Die Sache mit =

Die Griechen fanden schnell heraus, dass alle Kreise ein festes Verhéltnis
zwischen Diameter (Zwei mal Radius) und Kreisumfang aufweisen. Dieses
nannten sie 7 (eigentlich nicht). Es gilt also fiir den Umfang U eines Kreises
mit Radius r und Diameter d = 2r die Gleichung

U=nd="2rr. (28)

Auch den Griechen war (Dimensionsanalyse!) schon klar, dass es eine
Konstante geben misse, die dasselbe flr den Flacheninhalt F geteilt durch
den Radius zum Quadrat erflllt. Sie zeigten mittels des folgenden bildhaften
Beweises, dass auch diese Zahl gleich = ist, also F = 72 gilt:
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Welches Mittel denn nun?

Es gibt verschiedene Arten der Mittelbildung, darunter das arithmetische und
das geometrische Mittel. Seien a > b > 0 zwei reelle Zahlen.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Welches Mittel denn nun?

Es gibt verschiedene Arten der Mittelbildung, darunter das arithmetische und
das geometrische Mittel. Seien a > b > 0 zwei reelle Zahlen. Dann ist das
arithmetische Mittel definiert durch

_a+b
=

AM (29)
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Welches Mittel denn nun?

Es gibt verschiedene Arten der Mittelbildung, darunter das arithmetische und
das geometrische Mittel. Seien a > b > 0 zwei reelle Zahlen. Dann ist das
arithmetische Mittel definiert durch

AM:‘“ZLb, (29)

das geometrische Mittel hingegen ist definiert durch

GM =+a b. (30)
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Welches Mittel denn nun?

Es gibt verschiedene Arten der Mittelbildung, darunter das arithmetische und
das geometrische Mittel. Seien a > b > 0 zwei reelle Zahlen. Dann ist das
arithmetische Mittel definiert durch

am =40 (29)
2
das geometrische Mittel hingegen ist definiert durch
GM =+Va-b. (30)

Man kann schnell beweisen, dass das arithmetische Mittel immer gréBer oder
gleich dem geometrischen Mittel ist, also AM > GM, allerdings ist der
Standardbeweis nicht unbedingt offensichtlich.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Welches Mittel denn nun?

Wir geben kurz den Standardbeweis an. Offensichtlich ist (a — b)? > 0. Also
gilt (man beachte a,b > 0)

(a—b)*=a*—2ab+b* >0 (31a)
& d® +2ab+ b > 4ab (381b)

& (a+b)?>2%b (31c)

& a+b>2Vab (31d)

o AMza—;b>\/E:GM. (31e)
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

Welches Mittel denn nun?

Wir geben kurz den Standardbeweis an. Offensichtlich ist (a — b)? > 0. Also
gilt (man beachte a,b > 0)

(a—b)*=a*—2ab+b* >0 (31a)
& d® +2ab+b* > dab (381b)

& (a+b)?>2%b (31c)

& a+b>2Vab (31d)

o AM:a—;b>\/E:GM. (31e)

Der Beweis ist sicherlich elegant, aber woher weil3 man, dass man mit
(a — b)?* starten soll? Warum addiert man auf einmal 4ab zu beiden Seiten der
Ungleichung? Klar, weil es funktioniert. Aber klart das das ,Warum®?
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Man kann folgendes Dreieck konstruieren:
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Man kann folgendes Dreieck konstruieren:

—% [ 1] b

Man sieht schnell, dass x = v/ab, da aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke
a/x = x/b qgilt.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Man kann folgendes Dreieck konstruieren:

—% [ 1] b

Man sieht schnell, dass x = v/ab, da aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke
a/x = x/b gilt. Das geometrische Mittel ist also die H6he des konstruierten
rechtwinkligen Dreiecks.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Man kann zu jedem Dreieck einen Kreis finden, der alle drei Ecken des
Dreieckes berlhrt.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Man kann zu jedem Dreieck einen Kreis finden, der alle drei Ecken des
Dreieckes berlhrt.

Der Beweis arbeitet wieder graphisch: Man kann sich den Mittelpunkt einer
Dreiecksseite als Mittelpunkt und als Radius die halbe Seitenlange
aussuchen. Dann beriihrt dieser Kreis zumindest zwei Eckpunkte, generell

aber nicht den dritten.
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“the kind of gestalt insight”

Man kann zu jedem Dreieck einen Kreis finden, der alle drei Ecken des
Dreieckes berlhrt.

Der Beweis arbeitet wieder graphisch: Man kann sich den Mittelpunkt einer
Dreiecksseite als Mittelpunkt und als Radius die halbe Seitenlange
aussuchen. Dann beriihrt dieser Kreis zumindest zwei Eckpunkte, generell
aber nicht den dritten.

Nun kann man entlang einer senkrecht zur gewéahlten Seite stehenden
Geraden durch den Mittelpunkt den Kreismittelpunkt verschieben und den
Radius so wéhlen, dass immer noch die zwei Ecken beriihrt werden. Durch
Wabhl dieser Verschiebung kann man sicherstellen, dass alle drei Ecken
berthrt werden.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Das Auffinden dieses Kreises ist hier aber sehr einfach: Man betrachte das
folgende Bild.

a+b
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Das Auffinden dieses Kreises ist hier aber sehr einfach: Man betrachte das
folgende Bild.

Klarerweise ist der Radius des einhlllenden Kreises gréf3er oder gleich der
Ho6he des Dreiecks.
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SEECIEERENS Bildhafte Beweise

“the kind of gestalt insight”

Das Auffinden dieses Kreises ist hier aber sehr einfach: Man betrachte das
folgende Bild.

Klarerweise ist der Radius des einhlllenden Kreises gréf3er oder gleich der
Hohe des Dreiecks. Damit ist aber AM > GM.
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Ubersicht

StraBenkampfmathematik

Das Wichtigste zuerst
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

Eine Compact-Disc (CD) kann

4.4 x 10* sampl - 16 bits
1h x 31008 x 107 samples x 2Kanédle x —— (32)
1h 1s 1 sample
Abspielzeit Samplerate SamplegriBe

an (Audio-)Daten aufnehmen.
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

Eine Compact-Disc (CD) kann

3600s 4.4 x 10* sample " 16 bi
1h x i X ples x 2 Kanale x _l6bits - (32)
1h 1s 1 sample
Abspielzeit Samplerate SamplegriBe

an (Audio-)Daten aufnehmen.

Das sind ungeféhr jeweils 3, 4 und eine Potenz(en) von 10, also befinden wir
uns in der GréBenordnung von 108 bits. Damit haben wir die Zehnerpotenz an
bits bereits geschétzt.
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

Eine Compact-Disc (CD) kann

4.4 x 10* samples " 16 bits
1h x 31008 X X P x 2Kandle x ——— (32)
1h 1s 1 sample
Abspielzeit Samplerate SamplegroBe

an (Audio-)Daten aufnehmen.

Das sind ungeféhr jeweils 3, 4 und eine Potenz(en) von 10, also befinden wir
uns in der GréBenordnung von 108 bits. Damit haben wir die Zehnerpotenz an
bits bereits geschétzt.

Um genauer zu werden, betrachtet man jetzt die Vorfaktoren, also

3.6 x 4.4 x 3.2. (33)
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

In solchen Produkten ersetzt man die gegebenen Zahlen durch eines der drei
Elemente 1, ,wenige“ oder 10. Wie grof sollte man ,wenige” wahlen?
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

In solchen Produkten ersetzt man die gegebenen Zahlen durch eines der drei
Elemente 1, ,wenige“ oder 10. Wie grof sollte man ,wenige” wahlen?

Da man mit einer Multiplikation arbeitet, bietet sich das geometrische Mittel
zwischen 1 und 10, also /10 ~ 3 an. Sei also ,wenige* gegeben durch /10
und manchmal weiter abgeschéatzt durch 3.
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Da man mit einer Multiplikation arbeitet, bietet sich das geometrische Mittel
zwischen 1 und 10, also /10 ~ 3 an. Sei also ,wenige* gegeben durch /10
und manchmal weiter abgeschéatzt durch 3.

Dann gilt
3.6 x 4.4 x 3.2 ~ (,wenige*)’ ~ 30. (34)
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Da man mit einer Multiplikation arbeitet, bietet sich das geometrische Mittel
zwischen 1 und 10, also /10 ~ 3 an. Sei also ,wenige* gegeben durch /10
und manchmal weiter abgeschéatzt durch 3.

Dann gilt
3.6 x 4.4 x 3.2 ~ (,wenige*)’ ~ 30. (34)

Damit ist die Kapazitat geschatzt durch 3 x 10° bits.
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

In solchen Produkten ersetzt man die gegebenen Zahlen durch eines der drei
Elemente 1, ,wenige“ oder 10. Wie grof sollte man ,wenige” wahlen?

Da man mit einer Multiplikation arbeitet, bietet sich das geometrische Mittel
zwischen 1 und 10, also /10 ~ 3 an. Sei also ,wenige* gegeben durch /10
und manchmal weiter abgeschéatzt durch 3.

Dann gilt
3.6 x 4.4 x 3.2 ~ (,wenige*)’ ~ 30. (34)

Damit ist die Kapazitat geschatzt durch 3 x 10° bits.

Die wirkliche Kapazitat liegt tibrigens bei 5.6 x 10° bits.
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SEECIEERENS Das Wichtigste zuerst

Datenkapazitat einer CD

In solchen Produkten ersetzt man die gegebenen Zahlen durch eines der drei
Elemente 1, ,wenige“ oder 10. Wie grof sollte man ,wenige” wahlen?

Da man mit einer Multiplikation arbeitet, bietet sich das geometrische Mittel
zwischen 1 und 10, also /10 ~ 3 an. Sei also ,wenige* gegeben durch /10
und manchmal weiter abgeschéatzt durch 3.

Dann gilt
3.6 x 4.4 x 3.2 ~ (,wenige*)’ ~ 30. (34)

Damit ist die Kapazitat geschatzt durch 3 x 10° bits.
Die wirkliche Kapazitat liegt tibrigens bei 5.6 x 10° bits.

Die Einteilung von Zahlen in 1, ,wenige” und 10 bietet sich oft an und ist recht
hilfreich, auch wenn ,wenige* eigentlich nie genau gegeben ist.
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StraBenkampfmathematik Analogie

Ubersicht

StraBenkampfmathematik

Analogie
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Wir betrachten den Ansatz der Analogie anhand der folgenden topologischen
Fragestellung:

In wieviele Regionen wird der Raum zerlegt, wenn man fiinf Ebenen
hindurchlegt?
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Wir betrachten den Ansatz der Analogie anhand der folgenden topologischen
Fragestellung:

In wieviele Regionen wird der Raum zerlegt, wenn man fiinf Ebenen
hindurchlegt?

Zuerst wird man nach einfachen Fallen suchen: Null Ebenen zerlegen den
Raum in eine Region (also gar nicht), eine Ebene zerlegt den Raum in zwei
Regionen, drei Ebenen schneiden im allgemeinen Fall wieder die beiden so
erhaltenen Regionen entzwei, also erhalten wir 4 = 2 - 2 Regionen, erneutes
Schneiden liefert 8 = 2 - 4 Regionen.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Wir betrachten den Ansatz der Analogie anhand der folgenden topologischen
Fragestellung:

In wieviele Regionen wird der Raum zerlegt, wenn man fiinf Ebenen
hindurchlegt?

Zuerst wird man nach einfachen Fallen suchen: Null Ebenen zerlegen den
Raum in eine Region (also gar nicht), eine Ebene zerlegt den Raum in zwei
Regionen, drei Ebenen schneiden im allgemeinen Fall wieder die beiden so
erhaltenen Regionen entzwei, also erhalten wir 4 = 2 - 2 Regionen, erneutes
Schneiden liefert 8 = 2 - 4 Regionen.

Wir erhalten so die folgende Tabelle fUr die Anzahl R(n) der Regionen:

45 (35)

n 0
R(n) 1

oo W

12
2 4
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Wir betrachten den Ansatz der Analogie anhand der folgenden topologischen
Fragestellung:

In wieviele Regionen wird der Raum zerlegt, wenn man fiinf Ebenen
hindurchlegt?

Zuerst wird man nach einfachen Féllen suchen: Null Ebenen zerlegen den
Raum in eine Region (also gar nicht), eine Ebene zerlegt den Raum in zwei
Regionen, drei Ebenen schneiden im allgemeinen Fall wieder die beiden so
erhaltenen Regionen entzwei, also erhalten wir 4 = 2 - 2 Regionen, erneutes
Schneiden liefert 8 = 2 - 4 Regionen.

Wir erhalten so die folgende Tabelle fUr die Anzahl R(n) der Regionen:

n 0
R(n) 1

oo W

4 5
6 32 (35)

ERIENY

1
2 1

Das Muster legt den Verdacht nahe, dass R(n) = 2" gilt.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Um voranzukommen, betrachtet man jetzt dieselbe Fragestellung in niederer
Dimension, namlich der Ebene statt im Raum, als Schnitte dienen dabei
Geraden statt Ebenen. Als Erwartungshaltung kénnte man das
Bildungsgesetz R(n) = 2" im Hinterkopf haben.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Um voranzukommen, betrachtet man jetzt dieselbe Fragestellung in niederer
Dimension, namlich der Ebene statt im Raum, als Schnitte dienen dabei
Geraden statt Ebenen. Als Erwartungshaltung kénnte man das
Bildungsgesetz R(n) = 2" im Hinterkopf haben.

Keine Gerade schneidet eine Ebene gar nicht, eine Gerade schneidet eine
Ebene in zwei Teile, die nachste Gerade schneidet die beiden Teile in
insgesamt 4 = 2 - 2 Teile.
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Bildungsgesetz R(n) = 2" im Hinterkopf haben.

Keine Gerade schneidet eine Ebene gar nicht, eine Gerade schneidet eine
Ebene in zwei Teile, die nachste Gerade schneidet die beiden Teile in
insgesamt 4 = 2 - 2 Teile. Jippie!
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Um voranzukommen, betrachtet man jetzt dieselbe Fragestellung in niederer
Dimension, namlich der Ebene statt im Raum, als Schnitte dienen dabei
Geraden statt Ebenen. Als Erwartungshaltung kénnte man das
Bildungsgesetz R(n) = 2" im Hinterkopf haben.

Keine Gerade schneidet eine Ebene gar nicht, eine Gerade schneidet eine
Ebene in zwei Teile, die nachste Gerade schneidet die beiden Teile in
insgesamt 4 = 2 - 2 Teile. Jippie!

Es ist aber jetzt durch keine Wahl der ndchsten Schnittgeraden mdglich, alle
Regionen wieder zu zerteilen. Man schafft maximal drei der vier Regionen,
also gilt R(3) = 7 # 8 = 2°. Die néchste Schnittgerade kann dann maximal
vier Regionen teilen, also gilt R(4) = 11.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Um voranzukommen, betrachtet man jetzt dieselbe Fragestellung in niederer
Dimension, namlich der Ebene statt im Raum, als Schnitte dienen dabei
Geraden statt Ebenen. Als Erwartungshaltung kénnte man das
Bildungsgesetz R(n) = 2" im Hinterkopf haben.

Keine Gerade schneidet eine Ebene gar nicht, eine Gerade schneidet eine
Ebene in zwei Teile, die nachste Gerade schneidet die beiden Teile in
insgesamt 4 = 2 - 2 Teile. Jippie!

Es ist aber jetzt durch keine Wahl der ndchsten Schnittgeraden mdglich, alle
Regionen wieder zu zerteilen. Man schafft maximal drei der vier Regionen,
also gilt R(3) = 7 # 8 = 2°. Die néchste Schnittgerade kann dann maximal
vier Regionen teilen, also gilt R(4) = 11.

Damit ist das Muster (Pattern) R(rn) = 2" in der Ebene falsch, was auch nicht
gerade Hoffnung macht fiir die Ausgangsfragestellung.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Jetzt betrachtet man auch noch den Fall einer Geraden, welche durch n
Punkte in Regionen (Segmente) zerlegt wird.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Jetzt betrachtet man auch noch den Fall einer Geraden, welche durch n
Punkte in Regionen (Segmente) zerlegt wird.

Nein, es sind nicht n Segmente bei n Punkten ... : -)
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Jetzt betrachtet man auch noch den Fall einer Geraden, welche durch n
Punkte in Regionen (Segmente) zerlegt wird.

Nein, es sind nicht n Segmente bei n Punkten ... : -)

...sondern, wie der Fall eines Punktes nahelegt, n + 1 Segmente.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Jetzt betrachtet man auch noch den Fall einer Geraden, welche durch n
Punkte in Regionen (Segmente) zerlegt wird.

Nein, es sind nicht n Segmente bei n Punkten ... : -)
...sondern, wie der Fall eines Punktes nahelegt, n + 1 Segmente.

Damit haben wir fir die Gerade, Ebene und den Raum die folgende Tabelle:

n 0123 45 n
Rin) 1 2 3 45 6 n+tl

Ryn) 1 2 4 711 (36)
Rs(n) 1 2 4 8
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Jetzt betrachtet man auch noch den Fall einer Geraden, welche durch n
Punkte in Regionen (Segmente) zerlegt wird.

Nein, es sind nicht n Segmente bei n Punkten ... : -)
...sondern, wie der Fall eines Punktes nahelegt, n + 1 Segmente.
Damit haben wir fir die Gerade, Ebene und den Raum die folgende Tabelle:

n 4 5 n
1(1’1) 5 6 n+1
2(n) 1
(n)

3\n

| (36)

X
—_— | D
[NS I ST S ] R
& b W
0 KW

Man erkennt aber neue Muster nach I&ngerem Hinschauen:
> Ry(n) =2"firn < d,
> Rd(}’l> = Rd_l(n — 1) +Rd(n — 1)
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Zum Glick sind beide Vermutungen korrekt, also ist die gesuchte maximale
Anzahl der Regionen, in die fiinf Ebenen den Raum zerteilen, gegeben durch

R3(5) = Ra(4) + R3(4)
1+ R(3) + Rs(3)
=114+7+8
=11+ 15=26.

(37)
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Zum Glick sind beide Vermutungen korrekt, also ist die gesuchte maximale
Anzahl der Regionen, in die fiinf Ebenen den Raum zerteilen, gegeben durch

R3(5) = Ra(4) + R3(4)
— 11+ Ro(3) + Rs(3)
=114+7+8
=11+ 15=26.

(37)

Dieselbe Antwort erhalt man auch durch ,brute force“, also durch sich flinf
Ebenen im Raum vorstellen ...
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Zum Glick sind beide Vermutungen korrekt, also ist die gesuchte maximale
Anzahl der Regionen, in die fiinf Ebenen den Raum zerteilen, gegeben durch

R3(5) = Ra(4) + R3(4)
— 11+ Ro(3) + Rs(3)
=114+7+8
=11+ 15=26.

(37)

Dieselbe Antwort erhalt man auch durch ,brute force®, also durch sich flnf
Ebenen im Raum vorstellen ... aber der soeben vorgestellte Ansatz zeigt
noch mehr auf: Man kann riickschlie3en, dass Ry(n) = 1 eine konsistente
Definition ist, man kann sehen, dass dieses ein konstantes Polynom in n ist,
dass R,(n) = n+ 1 ein lineares Polynom in n ist, und vermuten, dass R,(n) ein
quadratisches und R;(n) ein kubisches Polynom in n ist.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Im Buch “Street-Fighting Mathematics”, (Mahajan, 2010), geht Sanjoy
Mahajan noch weiter mit diesem Beispiel fir Analogie. Der bisherige Teil der
OE-Vorlesung basiert auf diesem Buch. Da das Buch recht lesenswert ist,
und unter einer CC-Lizenz steht, sei es jedem Erstsemester ans Herz gelegt.
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SEECIEERENS Analogie

Topologie

Im Buch “Street-Fighting Mathematics”, (Mahajan, 2010), geht Sanjoy
Mahajan noch weiter mit diesem Beispiel fir Analogie. Der bisherige Teil der
OE-Vorlesung basiert auf diesem Buch. Da das Buch recht lesenswert ist,
und unter einer CC-Lizenz steht, sei es jedem Erstsemester ans Herz gelegt.

Diese Folien sind in Analogie zum Buch von Sanjoy Mahajan auch unter

©0Ce
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“Dead Reckoning”

Manchmal ergibt es sich, dass man doch rechnen muss. Das Buch “Dead
Reckoning” (eigentlich ,Koppelnavigation“, gemeint als ,totes Rechnen®, ergo,
ohne Hilfsmittel) von Ronald W. Doerfler bietet viele Tricks dazu.
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“Dead Reckoning”

Manchmal ergibt es sich, dass man doch rechnen muss. Das Buch “Dead
Reckoning” (eigentlich ,Koppelnavigation®, gemeint als ,totes Rechnen®, ergo,
ohne Hilfsmittel) von Ronald W. Doerfler bietet viele Tricks dazu.

Schnelles oder vereinfachtes Rechnen mit ganzen Zahlen basiert meist auf
zwei Dingen:

» Wir rechnen im Zehnersystem,

» Es féllt leichter, mit Zweier- oder Dreiergruppen von Ziffern zu rechnen.
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“Dead Reckoning”

Manchmal ergibt es sich, dass man doch rechnen muss. Das Buch “Dead
Reckoning” (eigentlich ,Koppelnavigation®, gemeint als ,totes Rechnen®, ergo,
ohne Hilfsmittel) von Ronald W. Doerfler bietet viele Tricks dazu.

Schnelles oder vereinfachtes Rechnen mit ganzen Zahlen basiert meist auf
zwei Dingen:

» Wir rechnen im Zehnersystem,

» Es féllt leichter, mit Zweier- oder Dreiergruppen von Ziffern zu rechnen.

Die erste Beobachtung sagt uns zum Beispiel, dass eine Multiplikation mit
einer Zehnerpotenz nur ein Verschieben um eine entsprechende Stellenzahl
der Ziffern bewirkt,

223 - 100 = 22300. (38)
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“Dead Reckoning”

Manchmal ergibt es sich, dass man doch rechnen muss. Das Buch “Dead
Reckoning” (eigentlich ,Koppelnavigation®, gemeint als ,totes Rechnen®, ergo,
ohne Hilfsmittel) von Ronald W. Doerfler bietet viele Tricks dazu.

Schnelles oder vereinfachtes Rechnen mit ganzen Zahlen basiert meist auf
zwei Dingen:

» Wir rechnen im Zehnersystem,

» Es féllt leichter, mit Zweier- oder Dreiergruppen von Ziffern zu rechnen.

Die erste Beobachtung sagt uns zum Beispiel, dass eine Multiplikation mit
einer Zehnerpotenz nur ein Verschieben um eine entsprechende Stellenzahl
der Ziffern bewirkt,

223 - 100 = 22300. (38)

Der leichtere Umgang mit Zweier- oder Dreiergruppen kommt vom Rechnen
mit Geld (Cent-Betrage sind zweistellig) und von der von uns verwendeten
Notation (Eins, Tausend, Million, Milliarde, .. .).
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“Dead Reckoning”

Hier ein Beispiel zur Multiplikation zweier ganzer Zahlen: Um etwa den Wert
von 7 - 8 zu berechnen, verwendet man die folgende Rechenvorschrift:

7 8
>§ —

2 - 3 = 6] (39
=
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“Dead Reckoning”

Hier ein Beispiel zur Multiplikation zweier ganzer Zahlen: Um etwa den Wert
von 7 - 8 zu berechnen, verwendet man die folgende Rechenvorschrift:

Damit haben wir die beiden Ziffern von 56 = 7 - 8 berechnet.
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“Dead Reckoning”

Hier ein Beispiel zur Multiplikation zweier ganzer Zahlen: Um etwa den Wert
von 7 - 8 zu berechnen, verwendet man die folgende Rechenvorschrift:

Damit haben wir die beiden Ziffern von 56 = 7 - 8 berechnet.

Was auf den ersten Blick wie Alchemie erscheint, ist die bildliche Anwendung
der mathematischen |dentitat

(10 + x)(10 + y) = 10(10 4+ x + y) + xy, (40)

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  38/80



“Dead Reckoning”

Hier ein Beispiel zur Multiplikation zweier ganzer Zahlen: Um etwa den Wert
von 7 - 8 zu berechnen, verwendet man die folgende Rechenvorschrift:

Damit haben wir die beiden Ziffern von 56 = 7 - 8 berechnet.

Was auf den ersten Blick wie Alchemie erscheint, ist die bildliche Anwendung
der mathematischen |dentitat

(10 + x)(10 + y) = 10(10 4+ x + y) + xy, (40)
oder allgemeiner, wobei s einen ,schénen” Multiplikator bezeichne,

(s+x)(s+y)=s(s+x+y)+xy (41)
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“Dead Reckoning”

Diese bildliche Berechnung wurde friiher Schulkindern beigebracht, wenn die
Multiplikation zweier Zahlen gréBer als 5 erfolgen sollte. Hier noch als
Beispiele 8 -9 und 9 - 9:
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“Dead Reckoning”

Diese bildliche Berechnung wurde friiher Schulkindern beigebracht, wenn die
Multiplikation zweier Zahlen gréBer als 5 erfolgen sollte. Hier noch als
Beispiele 8 -9 und 9 - 9:

8 9 9
N

9
" 2 1 = [ (42
= [7] = [g]
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“Dead Reckoning”

Diese bildliche Berechnung wurde friiher Schulkindern beigebracht, wenn die
Multiplikation zweier Zahlen gréBer als 5 erfolgen sollte. Hier noch als
Beispiele 8 -9 und 9 - 9:

8 9 9 9
X X -
1. 2 = [2] 1 1 = [1] (42)

Als Warnung: Manchmal muss man noch Nachbearbeiten. Dazu sehen wir
uns 6 -7 an:

N

6 7
%

" 4 - [m 9
=NE
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“Dead Reckoning”

Diese bildliche Berechnung wurde friiher Schulkindern beigebracht, wenn die
Multiplikation zweier Zahlen gréBer als 5 erfolgen sollte. Hier noch als
Beispiele 8 -9 und 9 - 9:

8 9 9 9
X X -
1. 2 = [2] 1 1 = [1] (42)

Als Warnung: Manchmal muss man noch Nachbearbeiten. Dazu sehen wir
uns 6 -7 an:

6 7
x o=

3 - 4 = [12] (43)
-

Das Endergebnis ist 10 - 3 4+ 12 = 42. Was auch sonst.
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“Dead Reckoning”

Schnelles und gutes Kopfrechnen basiert auf solchen Beobachtungen und
viel Ubungen, so sollte man keine Probleme haben, zwei zweistellige Zahlen
im Kopf auf einmal zu multiplizieren.
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“Dead Reckoning”

Schnelles und gutes Kopfrechnen basiert auf solchen Beobachtungen und
viel Ubungen, so sollte man keine Probleme haben, zwei zweistellige Zahlen
im Kopf auf einmal zu multiplizieren.

Die Primfaktoren der Basis, in der wir rechnen, sind auch sehr interessant:
Hier gilt ja 10 = 2 - 5. Damit sind Multiplikationen mit oder Divisionen durch 5
zurtickfUhrbar auf Divisionen durch oder Multiplikationen mit 2:

234.5=1234-10/2 = 2340/2 = (2.34.0)/2 = (1.17.0) = 1170, (44)
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“Dead Reckoning”

Schnelles und gutes Kopfrechnen basiert auf solchen Beobachtungen und
viel Ubungen, so sollte man keine Probleme haben, zwei zweistellige Zahlen
im Kopf auf einmal zu multiplizieren.

Die Primfaktoren der Basis, in der wir rechnen, sind auch sehr interessant:
Hier gilt ja 10 = 2 - 5. Damit sind Multiplikationen mit oder Divisionen durch 5
zurtickfUhrbar auf Divisionen durch oder Multiplikationen mit 2:

234-5=1234-10/2 = 2340/2 = (2.34.0)/2 = (1.17.0) = 1170,  (44)
oder

235/5 = 235-2/10 = (2|35) - 2/10 = (4]6/10)/10 = (4|7]0)/10 = 47,  (45)
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“Dead Reckoning”

Schnelles und gutes Kopfrechnen basiert auf solchen Beobachtungen und
viel Ubungen, so sollte man keine Probleme haben, zwei zweistellige Zahlen
im Kopf auf einmal zu multiplizieren.

Die Primfaktoren der Basis, in der wir rechnen, sind auch sehr interessant:
Hier gilt ja 10 = 2 - 5. Damit sind Multiplikationen mit oder Divisionen durch 5
zurtickfUhrbar auf Divisionen durch oder Multiplikationen mit 2:

234.5=1234-10/2 = 2340/2 = (2.34.0)/2 = (1.17.0) = 1170,  (44)
oder
235/5=235-2/10 = (2/3|5) - 2/10 = (4|6|10)/10 = (4|7]0)/10 =47,  (45)

wobei die Punkte zwischen den Ziffernblécken eine Einteilung in Ziffernblécke
zu geraden Zahlen und die senkrechten Striche eine Aufteilung in einzelne
Ziffern mit moglichem Uberlappen bedeuten.
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“Dead Reckoning”

Aber auch Zahlen nahe einer Zehnerpotenz sind hilfreich: So kann man
(implizite) Multiplikationen mit 9 = 10 — 1 ausnutzen. Als Beispiel dazu:

36-157=9-4-157 = (10— 1) -4 (150 + 7)
10 — 1) - (400 +400/2 +2-2-7)

=
(
(10 — 1) - 628 = 6280 — 628 (46)
= (
= (6

62— 6/8 — 2|0 — 8) = (6] — 4|6| — 8)
| — 4]5]2) = (5/6/5]2) = 5652.
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“Dead Reckoning”

Aber auch Zahlen nahe einer Zehnerpotenz sind hilfreich: So kann man
(implizite) Multiplikationen mit 9 = 10 — 1 ausnutzen. Als Beispiel dazu:

36-157=9-4-157=(10—1) -4 (150 +7)

10 — 1) - (400 4 400/2 +2-2-7)

10 — 1) - 628 = 6280 — 628 (46)
62 — 6|8 — 2|0 — 8) = (6] — 4/6| — 8)

— (6] — 4/52) = (5/6/5]2) = 5652.

~—~ o~~~

In Zweiergruppen gerechnet geht das Ganze dann so:

6280 — 628 = (62],80) — (6],28) = (56],52) = 5652. (47)
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“Dead Reckoning”

Aber auch Zahlen nahe einer Zehnerpotenz sind hilfreich: So kann man
(implizite) Multiplikationen mit 9 = 10 — 1 ausnutzen. Als Beispiel dazu:

36-157=9-4-157=(10—1) -4 (150 +7)

10 — 1) - (400 4 400/2 +2-2-7)

10 — 1) - 628 = 6280 — 628 (46)
62 — 6|8 — 2|0 — 8) = (6] — 4/6| — 8)

= (6] — 4/5]2) = (5/6/5[2) = 5652.

~—~ o~~~

In Zweiergruppen gerechnet geht das Ganze dann so:

6280 — 628 = (62],80) — (6],28) = (56],52) = 5652. (47)

In Dreiergruppen:

6280 — 628 = (6]3280) — (628) = (6|3 — 348) = (5/652) = 5652.  (48)
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“Dead Reckoning”

Multiplikationen mit 11 oder 111 oder &hnlich sind auch sehr strukturiert und
sehr schnell berechenbar. In den nichtnormalisierten Ziffern des Ergebnisses
tauchen die Ziffern des Multiplikanden genausooft auf, wie Einsen in der Zahl
sind.
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“Dead Reckoning”

Multiplikationen mit 11 oder 111 oder &hnlich sind auch sehr strukturiert und
sehr schnell berechenbar. In den nichtnormalisierten Ziffern des Ergebnisses
tauchen die Ziffern des Multiplikanden genausooft auf, wie Einsen in der Zahl
sind. Die resultierende Vereinfachung kann man auch fir deren Primfaktoren
nutzen: So gilt 111 = 37 - 3, was man sich vielleicht merken sollte, aber auch
1111 =11-101und 111111 =3-7-11-13-37=111-7-11-13 =111-11-91.
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“Dead Reckoning”

Multiplikationen mit 11 oder 111 oder &hnlich sind auch sehr strukturiert und
sehr schnell berechenbar. In den nichtnormalisierten Ziffern des Ergebnisses
tauchen die Ziffern des Multiplikanden genausooft auf, wie Einsen in der Zahl
sind. Die resultierende Vereinfachung kann man auch fir deren Primfaktoren
nutzen: So gilt 111 = 37 - 3, was man sich vielleicht merken sollte, aber auch
1111 =11-101und 111111 =3-7-11-13-37=111-7-11-13 =111-11-91.

Damit kann man zum Beispiel wie folgt rechnen:

37.253 = 111-253/3 = (2|2 + 5|2 + 5+ 3|5 + 3|3)/3
= (2]7/10[8]3)/3 = (27 : 108 : 3)/3 (49)
=(9:36:1) =936l.
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“Dead Reckoning”

Multiplikationen mit 11 oder 111 oder &hnlich sind auch sehr strukturiert und
sehr schnell berechenbar. In den nichtnormalisierten Ziffern des Ergebnisses
tauchen die Ziffern des Multiplikanden genausooft auf, wie Einsen in der Zahl
sind. Die resultierende Vereinfachung kann man auch fir deren Primfaktoren
nutzen: So gilt 111 = 37 - 3, was man sich vielleicht merken sollte, aber auch
1111 =11-101und 111111 =3-7-11-13-37=111-7-11-13 =111-11-91.

Damit kann man zum Beispiel wie folgt rechnen:

37.253 = 111-253/3 = (2]2+ 5|12+ 5+ 3|5+ 3|3)/3
= (2[7/10/8|3)/3 = (27 : 108 : 3)/3 (49)
=(9:36:1) =936l.
Hier bedeutet die Doppelpunktnotation, dass die Ziffernbldcke zu durch 3

teilbaren Zahlen zusammengruppiert wurden. Hier ist wieder Vorsicht bei
Uberlappungen geboten.
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“Dead Reckoning”

Es bietet sich an, viele Quadratzahlen auswendig zu kdnnen, da
38-32 = (35— (3)>, 6274 = (68)>—(6), (50)

oder eben allgemein

o= (2 (5 o

gilt.
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“Dead Reckoning”

Es bietet sich an, viele Quadratzahlen auswendig zu kdnnen, da
38-32 = (35— (3)>, 6274 = (68)>—(6), (50)

oder eben allgemein

a+b\2 a—b\?2
“'b_<2)_<2> 1)
gilt. Wenn das arithmetische Mittel also eine ganze Zahl ist, kann man diesen
Trick, genannt “Rule of Quarter Squares”, leicht anwenden. Ansonsten

rechnet man wirklich die Quadrate von a + b und a — b aus und teilt die
Differenz durch 4.
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“Dead Reckoning”

Es bietet sich an, viele Quadratzahlen auswendig zu kdnnen, da
38-32 = (35— (3)>, 6274 = (68)>—(6), (50)

oder eben allgemein

a+b\2 a—b\?2
“'b_(z)_(z) 1)
gilt. Wenn das arithmetische Mittel also eine ganze Zahl ist, kann man diesen
Trick, genannt “Rule of Quarter Squares”, leicht anwenden. Ansonsten

rechnet man wirklich die Quadrate von a + b und a — b aus und teilt die
Differenz durch 4.

Quadratzahlen lassen sich schnell auswendig lernen, wenn man an die
Bildung als Summe der ersten ungeraden Zahlen denkt: Es gilt

(m+1)?—n*=n+(n+1), alsozB.

) (52)
132 = 122+ (12 + 13) = 144 + 25 = 169.
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“Dead Reckoning”

Quadratzahlen, welche auf 5 enden, lassen sich leicht berechnen:

(a|5)* = a- (a+ 1)]525, (35)% = 3 - 4],25 = 1225. (53)
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“Dead Reckoning”

Quadratzahlen, welche auf 5 enden, lassen sich leicht berechnen:
(a|5)* = a- (a+ 1)]525, (35)% = 3 - 4],25 = 1225. (53)
Das folgt sofort aus

(a5 = (a-10+5)? =4*-100+2a-10-5 +5°
=a(a+1)-100 + 25.
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“Dead Reckoning”

Quadratzahlen, welche auf 5 enden, lassen sich leicht berechnen:
(a|5)* = a- (a+ 1)]525, (35)% = 3 - 4],25 = 1225. (53)
Das folgt sofort aus
(a5 = (a-10+5)? =4*-100+2a-10-5 +5°
=a(a+1)-100 + 25.

Demnach ist 555% schnell berechnet:
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“Dead Reckoning”

Quadratzahlen, welche auf 5 enden, lassen sich leicht berechnen:
(a|5)* = a- (a+ 1)]525, (35)% = 3 - 4],25 = 1225. (53)
Das folgt sofort aus
(a5 = (a-10+5)? =4*-100+2a-10-5 +5°
=a(a+1)-100 + 25.
Demnach ist 5552 schnell berechnet:

555% = (55 (55 4 1))]225 = (55% + 55)),25
= (5- 6225 + 55)]225 (55)
= 30]2(25 + 55)[225 = 308025.
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“Dead Reckoning”

Bei anderen Aufgaben, wie zum Beispiel
62 - 74 = (68)* — (6)* (56)
nutzt man eine Umschreibung ,in die andere Richtung™:

68> =70-66+4=(7-6)-11-10+4
= (42-11)[0+4 = (4|(4 +2)]2)|4 = 4624.
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“Dead Reckoning”

Bei anderen Aufgaben, wie zum Beispiel
62 - 74 = (68)* — (6)* (56)
nutzt man eine Umschreibung ,in die andere Richtung™:

68> =70-66+4=(7-6)-11-10+4
= (42-11)[0+4 = (4|(4 +2)]2)|4 = 4624.

Die dahinterstehende Regel mit einem ,schénen® Multiplikator s ist

68 = (s+d)? =s-(s+2d)+d* = (70-2)> =70 (68 — 2) + (—2)>.  (58)
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“Dead Reckoning”

Bei anderen Aufgaben, wie zum Beispiel
62 - 74 = (68)* — (6)* (56)
nutzt man eine Umschreibung ,in die andere Richtung®:

68> =70-66+4=(7-6)-11-10+4
= (42-11)[0+4 = (4|(4 +2)]2)|4 = 4624.

Die dahinterstehende Regel mit einem ,schénen® Multiplikator s ist
68 = (s+d)?=s-(s+2d)+d*=(70-2)> =70 (68 —2) + (—2)>.  (58)

Das Vorzeichen in der Regel der geviertelten Quadrate merkt man sich leicht
aufgrund der Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem
arithmetischen Mittel. Um das Quadrat des geometrischen Mittels zu erhalten,
also das Produkt der beiden Zahlen, muss man das Quadrat des
arithmetischen Mittels verkleinern, also eine Quadratzahl abziehen.
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“Dead Reckoning”

Wenn schon bekannt ist, das eine Zahl die Potenz einer ganzen Zahl ist, so
IaBt sich diese schnell berechnen. Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, n
mit

n’ = 6657793506607 (59)
zu berechnen, wobei die Metainformation, dass n € N, eingeht.
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“Dead Reckoning”

Wenn schon bekannt ist, das eine Zahl die Potenz einer ganzen Zahl ist, so
IaBt sich diese schnell berechnen. Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, n
mit

n’ = 6657793506607 (59)

zu berechnen, wobei die Metainformation, dass n € N, eingeht.

Die Lésung ist in der GréBenordnung von 300, da (wir aus Tabellen wissen
dass) 300° = 243 - 10'° und 400° = 1024 - 10'°. Also suchen wir nach zwei
Ziffern: n = (3|a|b).
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“Dead Reckoning”

Wenn schon bekannt ist, das eine Zahl die Potenz einer ganzen Zahl ist, so
IaBt sich diese schnell berechnen. Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, n
mit

n’ = 6657793506607 (59)
zu berechnen, wobei die Metainformation, dass n € N, eingeht.
Die Lésung ist in der GréBenordnung von 300, da (wir aus Tabellen wissen

dass) 300° = 243 - 10'° und 400° = 1024 - 10'°. Also suchen wir nach zwei
Ziffern: n = (3a|b).

Die letzte gesuchte Ziffer der Basis ist bei Exponenten der Form 4k + 1 immer
gleich der letzten Ziffer des gegebenen Wertes der Potenz. Also wissen wir
schon, dass n = (3|a|7).
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“Dead Reckoning”

Wenn schon bekannt ist, das eine Zahl die Potenz einer ganzen Zahl ist, so
IaBt sich diese schnell berechnen. Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, n
mit

n’ = 6657793506607 (59)
zu berechnen, wobei die Metainformation, dass n € N, eingeht.
Die Lésung ist in der GréBenordnung von 300, da (wir aus Tabellen wissen

dass) 300° = 243 - 10'° und 400° = 1024 - 10'°. Also suchen wir nach zwei
Ziffern: n = (3|a|b).

Die letzte gesuchte Ziffer der Basis ist bei Exponenten der Form 4k + 1 immer
gleich der letzten Ziffer des gegebenen Wertes der Potenz. Also wissen wir
schon, dass n = (3|a|7).

Mit ein wenig Wissen und sehr wenig Berechnungen haben wir bereits zwei
von drei Ziffern!
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“Dead Reckoning”

Jetzt verwenden wir die Teilung durch 9 mit Rest: Der Rest von n nach Teilung
durch 9 steht mit dem Rest der Teilung von »° durch 9 in Verbindung, man
Uberlegt sich schnell, dass

nm0d9|012345678
n5m0d9‘015072048

(60)

gilt.
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“Dead Reckoning”

Jetzt verwenden wir die Teilung durch 9 mit Rest: Der Rest von n nach Teilung
durch 9 steht mit dem Rest der Teilung von »° durch 9 in Verbindung, man
Uberlegt sich schnell, dass

nm0d9|012345678
n5m0d9‘015072048

(60)

gilt. Zum Beispiel gilt

52mod 9 =25mod 9 = (18 +7) mod 9 = 7,
5*mod 9 =7 mod 9 = (45 +4) mod 9 = 4, (61)
5°mod9 = (5-4) mod 9 = (18 +2) mod 9 = 2.
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“Dead Reckoning”

Jetzt verwenden wir die Teilung durch 9 mit Rest: Der Rest von n nach Teilung
durch 9 steht mit dem Rest der Teilung von »° durch 9 in Verbindung, man
Uberlegt sich schnell, dass

nm0d9|012345678
n5m0d9‘015072048

(60)

gilt. Zum Beispiel gilt

52mod 9 =25 mod 9 = (18 +7) mod 9 = 7,
5*mod 9 =7 mod 9 = (45 +4) mod 9 = 4, (61)
5°mod9 = (5-4) mod 9 = (18 +2) mod 9 = 2.

Genau so eine Tabelle kann man auch fir die Teilung mit Rest durch 11
aufstellen. Diese wird dann manchmal zusétzlich verwendet, insbesondere
wenn »° mod 9 = 0 ist, welches nicht eindeutig die Teilbarkeit durch 9 von n
erklart.
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“Dead Reckoning”

Nun gilt

6657793506607 mod 9
=(6+64+5+7+7+9+3+540+6+6+0+7)mod9
=(6+54+7+7+5+6+6+7) mod9 (62)
=(5+74+7+5+7) mod9
=(3-742-5) mod 9 =31 mod 9 = (27 +4) mod 9 = 4,

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  48/80



“Dead Reckoning”

Nun gilt

6657793506607 mod 9
=(6+64+5+7+7+9+3+540+6+6+0+7)mod9
=(6+54+7+7+5+6+6+7) mod9 (62)
=(5+74+7+5+7) mod9
=(3-742-5) mod 9 =31 mod 9 = (27 +4) mod 9 = 4,

also muss nach der eben erstellten Tabelle
nmod 9 = (3]a|7) mod 9 =7 (63)

gelten
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“Dead Reckoning”

Nun gilt

6657793506607 mod 9
=6+6+54+7+7+9+34+54+0+6+6+0+7) mod9
=(6+5+7+7+5+6+6+7)mod9 (62)
=05+7+7+5+7)mod9
=(3-7+2-5 mod9=31mod9 = (27 +4) mod 9 = 4,

also muss nach der eben erstellten Tabelle
nmod 9 = (3]a|7) mod 9 =7 (63)
gelten, also
0=(mn—7)mod9=(3+a+7)—7)mod9 = (3 +a) mod 9, (64)

also 3 + a ohne Rest durch 9 teilbar sein. Damit bleibt nur a = 6 und n = 367.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Ubersicht

Auswabhl der ,schénsten” Berechnung
Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (nattrliche Zahlen)

Die Menge N = {1, 2,3, ...} der natirlichen Zahlen ist definiert durch die
folgenden 5 Peano-Axiome:
1eN (65)
VneN3IneN (66)
VneN:1#£n (67)
VameN:n=m'=n=m (68)
VMCN:(leMAVneM=neM)=M=N (69)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (nattrliche Zahlen)

Die Menge N = {1, 2,3, ...} der natirlichen Zahlen ist definiert durch die
folgenden 5 Peano-Axiome:
1eN (65)
VneN3IneN (66)
VneN:1#n (67)
VameN:n=m'=n=m (68)
VMCN:(leMAVneM=neM)=M=N (69)

Bemerkung
Das Axiom (69) ist das sogenannte Induktionsaxiom.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Addition natlrlicher Zahlen)

Die Addition (+) natUrlicher Zahlen m,n € N ist definiert durch

n+1:=n, n+m = (n+m). (70)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Addition natlrlicher Zahlen)

Die Addition (+) natUrlicher Zahlen m,n € N ist definiert durch

n+1:=n, n+m = (n+m). (70)

Definition (Multiplikation nattrlicher Zahlen)

Die Multiplikation ( - ) natirlicher Zahlen m,n € N ist definiert durch

n-1:=n, n-m = (n-m)+n. (71)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Addition natlrlicher Zahlen)
Die Addition (+) natirlicher Zahlen m, n € N ist definiert durch

n+1:=n, n+m :=n+m). (70)

Definition (Multiplikation nattrlicher Zahlen)
Die Multiplikation ( - ) natdrlicher Zahlen m, n € N ist definiert durch

n-1:=n, n-m = (n-m)+n. (71)

Ubungsaufgabe

Man beweise, dass die so definierten Operationen Addition und Multiplikation
kommutativ, assoziativ und distributiv sind und mit den bereits “bekannten”
Operationen (bereinstimmen.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Teilbarkeit)
Eine Zahl n € N heif3t teilbar durch m € N, in Zeichen m|n, wenn es ein x € N

gibt mit mx = n.

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010 52/80



Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Teilbarkeit)
Eine Zahl n € N heif3t teilbar durch m € N, in Zeichen m|n, wenn es ein x € N
gibt mit mx = n.

Definition (Primzahl)

Eine Primzahl p € N ist eine Zahl, deren Menge der Teiler die Machtigkeit
zwei hat, in Zeichen

Pi={peN: #{x: xp} =2}, (72)

wobei P im Folgenden die Menge der Primzahlen bezeichne.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Teilbarkeit)

Eine Zahl n € N heif3t teilbar durch m € N, in Zeichen m|n, wenn es ein x € N
gibt mit mx = n.

Definition (Primzahl)

Eine Primzahl p € N ist eine Zahl, deren Menge der Teiler die Machtigkeit
zwei hat, in Zeichen

Pi={peN: #{x: xp} =2}, (72)

wobei P im Folgenden die Menge der Primzahlen bezeichne.

Bemerkung
Damit ist Eins keine Primzahl.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Primteiler)
Ein Primteiler p einer Zahl n ist ein Teiler von n, der eine Primzahl ist.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Primteiler)

Ein Primteiler p einer Zahl n ist ein Teiler von n, der eine Primzahl ist.

Jede natirliche Zahl ungleich Eins hat Primteiler.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Primteiler)
Ein Primteiler p einer Zahl n ist ein Teiler von n, der eine Primzahl ist.

Jede natirliche Zahl ungleich Eins hat Primteiler.

Beweis.
Ubungsaufgabe.
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Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Definition (Primteiler)

Ein Primteiler p einer Zahl n ist ein Teiler von n, der eine Primzahl ist.

Jede natirliche Zahl ungleich Eins hat Primteiler.

Beweis.

Ubungsaufgabe. O

Eins hat keine Primteiler. l
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Vorwissen

Definition (Primteiler)
Ein Primteiler p einer Zahl n ist ein Teiler von n, der eine Primzahl ist.

Jede natirliche Zahl ungleich Eins hat Primteiler.

Beweis.
Ubungsaufgabe.

Eins hat keine Primteiler. l

Die Méachtigkeit der Menge der Teiler ist gleich Eins.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch.

Angenommen, es gabe endlich viele Primzahlen py, .. ., p,.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch.
Angenommen, es gébe endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Dann hat die Zahl

c=]]p+1 (73)
i=1

keine der Zahlen p; als Teiler.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch.
Angenommen, es gébe endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Dann hat die Zahl

c=]]p+1 (73)
i=1

keine der Zahlen p; als Teiler. Sei p ein Primteiler von c.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch.
Angenommen, es gabe endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Dann hat die Zahl

c=]]p+1 (73)
i=1

keine der Zahlen p; als Teiler. Sei p ein Primteiler von ¢. Dann unterscheidet
sich p von allen bisher bekannten p;.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch.
Angenommen, es gabe endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Dann hat die Zahl

c= Hp,- +1 (73)
i=1

keine der Zahlen p; als Teiler. Sei p ein Primteiler von ¢. Dann unterscheidet
sich p von allen bisher bekannten p;, da sonst p|c und p| [ [ p:.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Euklids Beweis

Euklid: Beweis durch Widerspruch

Es gibt unendilich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch.
Angenommen, es gabe endlich viele Primzahlen py, ..., p,. Dann hat die Zahl

c= Hp,- +1 (73)
i=1

keine der Zahlen p; als Teiler. Sei p ein Primteiler von ¢. Dann unterscheidet
sich p von allen bisher bekannten p;, da sonst p|c und p| [ [ p; und damit p|1,
was laut Annahme nicht sein kann. O]
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Ubersicht

Auswabhl der ,schénsten” Berechnung

Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Theorem (Eindeutigkeit und Existenz der Primfaktorzerlegung)

Fir alle n € N existiert eine eindeutige Primfaktorzerlegung
14

n:HP?iy P1<P2<"'<Pé<n, (74)
i=1
wobei p; € P paarweise verschiedene endlich viele (¢ € Ny Stiick) Primzahlen
sind, und k; € N deren Vielfachheit angibt. ([T"_, a; := 1)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Theorem (Eindeutigkeit und Existenz der Primfaktorzerlegung)

Fir alle n € N existiert eine eindeutige Primfaktorzerlegung
¢
n=1[prf, p<pp<--<pi<n (74)
i=1
wobei p; € P paarweise verschiedene endlich viele (¢ € Ny Stiick) Primzahlen
sind, und k; € N deren Vielfachheit angibt. (H?:l a:=1)

| \

Beweis.

Da jede Zahl Primteiler hat, und Primzahlen grésser gleich 2 sind, folgt, dass
die rekursive Konstruktion der Primfaktorzerlegung durch sukzessives Teilen
durch einen Primteiler terminiert. Das beweist die Existenz.

v

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010 56/ 80



Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Theorem (Eindeutigkeit und Existenz der Primfaktorzerlegung)

Fir alle n € N existiert eine eindeutige Primfaktorzerlegung
¢
n=1[prf, p<pp<--<pi<n (74)
i=1
wobei p; € P paarweise verschiedene endlich viele (¢ € Ny Stiick) Primzahlen
sind, und k; € N deren Vielfachheit angibt. (H?:l a:=1)

Beweis.

| \

Da jede Zahl Primteiler hat, und Primzahlen grésser gleich 2 sind, folgt, dass
die rekursive Konstruktion der Primfaktorzerlegung durch sukzessives Teilen
durch einen Primteiler terminiert. Das beweist die Existenz.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Teilbarkeitsrelation, denn seien zwei
Primfaktorzerlegungen n = ]‘[f=1 phi= H;."z ] qj’." gegeben, dann sind auch alle
enthaltenen Primzahlpotenzen Teiler beider Zerlegungen. |

v
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Definition (natlrlicher Logarithmus)

Der natlrliche Logarithmus 1n sei definiert tber die Integration
*dt

7 (75)
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Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Der natlrliche Logarithmus 1n sei definiert tber die Integration

tdr (75)

Bemerkung

Aus der Definition ist ersichtlich, dass In(x) unbeschrénkt wéchst, in Zeichen
lim,_, o In(x) = oo.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Definition (natlrlicher Logarithmus)
Der natlrliche Logarithmus 1n sei definiert tber die Integration

> dt
Wb

Aus der Definition ist ersichtlich, dass In(x) unbeschrdnkt wéchst, in Zeichen
lim,_, o In(x) = oo.

(75)

Definition (Primzahlzahlfunktion)
Wir definieren fir alle x € R die Primzahlzahlfunktion = durch

m(x):=#{p<x:peP}lL (76)
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Auswahl der ,schonsten” Berechnung

Vorwissen

Bemerkung (zur Integr

ion)

Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Obere Treppenfunktionen geben leicht berechenbare obere Schranken:

Funktion y = 1/x
Obere Treppenfunktion|

Jens-Peter M. Zemke

StraBenkampfmathematik

Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010

58 /80



Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Die geometrische Reihe

Glq) ==Y d (77)

k=0

konvergiert, wenn |q| < 1. Der Grenzwert ist durch (1 — q)~' gegeben.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Lemma
Die geometrische Reihe

Glg) =) 4" (77)
k=0

konvergiert, wenn |q| < 1. Der Grenzwert ist durch (1 — q)~' gegeben.

Beweis.
Die Reihe ist der Limes der endlichen Summe

n

G,,(q)::qu=1+q+q2+q3+--~+q”. (78)
k=0
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Lemma
Die geometrische Reihe

Glg) =) 4" (77)
k=0

konvergiert, wenn |q| < 1. Der Grenzwert ist durch (1 — q)~' gegeben.

Beweis.
Die Reihe ist der Limes der endlichen Summe

Gu(g) =) ¢ =1+q+@+q+ - +q" (78)
k=0

Nun gilt (1 — ¢)G,(q) = Ga(q) — qGulg) = 1 — ¢"*".
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Vorwissen

Lemma
Die geometrische Reihe

Glg) =) 4" (77)
k=0

konvergiert, wenn |q| < 1. Der Grenzwert ist durch (1 — q)~' gegeben.

Beweis.
Die Reihe ist der Limes der endlichen Summe

Gu(g) =) ¢ =1+q+@+q+ - +q" (78)
k=0

Nun gilt (1 — ¢)G.(¢) = G.(q) — qG.(q) = 1 — ¢"*', und da |g| < 1 folgt mit
lim, o, ¢"T! = 0 das Lemma. O
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Euler: Beweis mit Mitteln der Analysis

Fir alle x € Ry gilt In(x) < m(x) + 1.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Euler: Beweis mit Mitteln der Analysis

Fir alle x € Ry gilt In(x) < w(x) + 1.

Beweis.

Aus der Definition des Logarithmus folgt mit einer oberen Treppenfunktion

11 1 11
nx) <14+ -4 -+..+-< —, n< 1, 79
n(x) ty gt Zm n<x<n+ (79)

wobei die Summierung lber alle m € N erfolgt, so dass nur Primfaktoren p < x
enthalten sind. Jedes solche m kann auf eindeutige Weise geschrieben
werden als m = ], p', damit gilt dann

In(x) < '%: I (2. (80)

pk
peEPp<x k=0
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Euler: Beweis mit Mitteln der Analysis

Beweis.
Die innere Summe ist eine geometrische Reihe mit Faktor 1/p < 1, woraus

7(x)

1 o p Dk
=Tl = = 81
1_117 Hp_l i Pe— 1 ey

() <[]

folgt. Da trivialerweise p, > k + 1 gilt (wenn Primzahlen aufeinander folgen
wirden, wére p;, = k + 1, da Eins keine Primzahl ist), folgt weiter

Dr 1 1 k+1
s — <l4+-=—. 82
Pk — 1 + Pk — 1 + k k ( )
Daraus folgt
m(x)
1

) < [[ 5L =7 + 1. (83)

k=1 k
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Euler: Beweis mit Mitteln der Analysis

Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Unendlich viele Primzahlen: Eulers Beweis

Euler: Beweis mit Mitteln der Analysis

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.

Da der Logarithmus nicht beschrénkt ist, folgt, dass auch (x) Uber alle
Grenzen wachst, damit existieren unendlich viele Primzahlen.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Ubersicht

Auswabhl der ,schénsten” Berechnung

Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Der Fundamentalsatz der Algebra

Der in diesem Abschnitt behandelte Fundamentalsatz der Algebra wird in der
folgenden Form behandelt:

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante Polynom p mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle
zeC.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Der Fundamentalsatz der Algebra

Der in diesem Abschnitt behandelte Fundamentalsatz der Algebra wird in der
folgenden Form behandelt:

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nichtkonstante Polynom p mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle
zeC.

Manchmal ist es leichter, nur Polynome mit Koeffizienten aus den reellen
Zahlen zu betrachten. Dieses stellt keine wesentliche Einschrédnkung dar:
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Der Fundamentalsatz der Algebra

Der in diesem Abschnitt behandelte Fundamentalsatz der Algebra wird in der
folgenden Form behandelt:

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nichtkonstante Polynom p mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle
zeC.

Manchmal ist es leichter, nur Polynome mit Koeffizienten aus den reellen
Zahlen zu betrachten. Dieses stellt keine wesentliche Einschrédnkung dar:

Ist ¢ eine Nullstelle des reellen Polynomes P(z) = p(z)p(z), dann ist ¢ oderc
eine Nullstelle des komplexen Polynomes p(z).
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Es folgen einige Resultate ohne Beweis.

Lemma (Dreiecksungleichung; Definitheit)

Der Absolutbetrag in C hat folgende Eigenschaften:
Dreiecksungleichung: Firz,w € C gilt ||z| — |w|| < |z £ w| < |z| + |w].
Definitheit: Aus |z| =0 folgtz = 0.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Es folgen einige Resultate ohne Beweis.

Lemma (Dreiecksungleichung; Definitheit)

Der Absolutbetrag in C hat folgende Eigenschaften:
Dreiecksungleichung: Firz,w € C gilt ||z| — |w|| < |z £ w| < |z| + |w].
Definitheit: Aus |z| =0 folgtz = 0.

Definition (Polynom)

Ein Polynom vom Grad » mit Koeffizienten a; € K, i =0, 1,...,nin einem
Kdérper K ist eine Funktion p der Gestalt

p(z) = Zakzk =a,d" + a1+ +aiz+ap, a, #0. (84)
k=0
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Definition (Stetigkeit)
Eine Funktion f : D — C heif3t stetig in z, wenn

Ve>036>0: |f(w)—f(z)] <eV|w—2z <4 (85)

Eine Funktion heif3t stetig, wenn sie in jedem Punkt des Definitionsbereiches
stetig ist.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Definition (Stetigkeit)
Eine Funktion f : D — C heif3t stetig in z, wenn

Ve>036>0: |f(w)—f(z)] <eV|w—2z <4 (85)

Eine Funktion heif3t stetig, wenn sie in jedem Punkt des Definitionsbereiches
stetig ist.

Theorem (Satz vom Minimum und Maximum: Weierstraf)

Jede stetige Funktionf : K — R auf einem Kompaktum K nimmt ein Maximum
und ein Minimum an, d.h., es gibt ein &, € K und ein & € K, so dass fir alle
xeK

f(&) <fx) <f(&) (86)
gilt.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Lemma (Polarkoordinaten)

Jede komplexe Zahl ¢ #+ 0 143t sich in eindeutiger Weise in sogenannten
Polarkoordinaten (r, @) darstellen gemani

¢ = r(cos(p) +isin(p)) = re”, wobei r=|c|€R;,p € (—m,7]. (87)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Lemma (Polarkoordinaten)

Jede komplexe Zahl ¢ # 0 148t sich in eindeutiger Weise in sogenannten
Polarkoordinaten (r, @) darstellen gemani

¢ = r(cos(yp) +isin(p)) = re?, wobei r=|c|cRy,p€ (—m, ). (87)

Beweis.
Dieses sieht man wie folgt. Es ist laut Lemma nur noch ¢ zu bestimmen. Sei

C

H £ + i77, £> ne R. (88)

Dann gilt |¢ + in|*> = €2 + n* = 1. Setze nun a = arccos(¢). Dann gilt € = cos(a)
und zumindest n = + sin(«). Wir setzen ¢ = «, wenn n = sin(«) und p = —«
sonst. Es gilt cos(—a) = cos(a) und sin(—«a) = — sin(c). O
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Lemma (Existenz von k-ten Wurzeln)

Die Gleichung 7* = ¢ mit beliebigem festen ¢ € C hat eine Lésung.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Vorwissen

Lemma (Existenz von k-ten Wurzeln)
Die Gleichung 7* = ¢ mit beliebigem festen ¢ € C hat eine Lésung.

Beweis.
Jede komplexe Zahl ¢ # 0 1Bt sich in Polarkoordinaten als ¢ = |c|e'?
darstellen. Die Zahl

Ve = /|cle®’* (89)

leistet das Gewlinschte. Wenn ¢ = 0 ist 0 eine L&sung.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Im Folgenden sei p(z) = 2"+ a,_12"~' + -+ ajz+ap mit n > 1.

Lemma (Existenz des Minimums)

Die Funktion |p| nimmt auf C ein Minimum an.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Im Folgenden sei p(z) = 2"+ a,_12"~' + -+ ajz+ap mit n > 1.

Lemma (Existenz des Minimums)
Die Funktion |p| nimmt auf C ein Minimum an.

Beweis.
Sei r definiert als r := 1 + |a,—1| + - - - + |ao|- Dann gilt fir |z| > r > 1

p@)] = lol" = (lau-1llzl"™" + -+ |ai|z] + laol) (90)
> l2l" = (lan-1] + -+ + |ai| + lao]) 2"~ (91)
2e" = (r =Dl Z 2" = (el = D" = [~ 277 > (92)

Die Funktion |p| nimmt auf der berandeten Kreisscheibe K, (0) nach dem Satz
von Weierstraf3 ein Minimum an. Da |p(0)| = |ao| < r, ist dieses Minimum das
globale Minimum auf ganz C. O
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Lemma (Negative Charakterisierung des Minimums)

Sei |p(z0)| # 0. Dann ist zy kein Minimum, d.h., es gibt ein z; mit

Ip(z1)] < |p(z20)l- (93)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Lemma (Negative Charakterisierung des Minimums)
Sei |p(z9)| # 0. Dann ist zy kein Minimum, d.h., es gibt ein z; mit

Ip(z1)| < |p(z0)|- (93)
Sei T
s(w) = PR T W) WK
(w) @) 1+ bw* + (94)

Sei 3 eine k-te Wurzel von —b~"'. Dann gilt

g(x) == s(Bx) = 1 = + Q(x) = 1 —x* + X¥*T'R(x). (95)

Sei C > 0 eine obere Schranke fiir |R| auf K,(0). Dann gilt

[0 < Clf*, Wl <1, (96)
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Beweis.

und daher

10(x)] < |x[F, 0 < |x] < min(1,C7"). (97)

Fur reelle xo mit 0 < xo < min(1, C~!) folgt nun
la(x0)] < 1= x5 +Q(x0)| <15+ =1. (98)

Das bedeutet wiederum |s(Sxo)| < 1 und damit
Ip(20 + Bx0)| < |p(z0)]- (99)

Setzen von z; = zp + Bxp vollendet den Beweis. O
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nichtkonstante Polynom p mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle
zeC.
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Auswahl der ,schénsten® Berechnung Fundamentalsatz der Algebra: Argands Beweis

Argand: Beweis durch Minimierung

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nichtkonstante Polynom p mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle
zeC.

Beweis.

Nach dem ersten Lemma nimmt |p(z)| ein Minimum an, nach dem zweiten
Lemma geben Punkte zy € C mit |p(zo)| # 0 kein Minimum. Damit ist das
Minimum gleich 0. Nach dem ersten Lemma existiert daher ein Punkt z; € C
mit |p(z1)| = 0, also aufgrund der Definitheit des Absolutbetrages auch mit
p(z1) = 0. O
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Wenn alles andere versagt ...
Der Satz von Feit und Thompson

Der Satz von Feit und Thompson (Feit and Thompson, 1963) ist recht kurz. Er
besagt:

Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar.
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Wenn alles andere versagt ...
Der Satz von Feit und Thompson

Der Satz von Feit und Thompson (Feit and Thompson, 1963) ist recht kurz. Er
besagt:

Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar.

Um ihn zu verstehen, muss man nur wenige Begriffe der Algebra verstehen,
vor allem, was eine Gruppe ist, und was Auflésbarkeit bedeutet. Wir halten
uns dabei ungefahr an (Meyberg, 1975).
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Der Satz von Feit und Thompson

Der Satz von Feit und Thompson (Feit and Thompson, 1963) ist recht kurz. Er
besagt:

Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar.

Um ihn zu verstehen, muss man nur wenige Begriffe der Algebra verstehen,
vor allem, was eine Gruppe ist, und was Auflésbarkeit bedeutet. Wir halten
uns dabei ungefahr an (Meyberg, 1975).

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verknlpfung

(100)

GxG — G,
o
(x,y) = xoy,
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Der Satz von Feit und Thompson

Der Satz von Feit und Thompson (Feit and Thompson, 1963) ist recht kurz. Er
besagt:

Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar.

Um ihn zu verstehen, muss man nur wenige Begriffe der Algebra verstehen,
vor allem, was eine Gruppe ist, und was Auflésbarkeit bedeutet. Wir halten
uns dabei ungefahr an (Meyberg, 1975).

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verknlpfung

,.{ GxG = G, (100)
(x,y) = xoy,
die den folgenden Regeln (Axiomen) genligt:
Vab,c€G:(aob)oc=ao(boc), (Assoziativitat)
JeeGVgeG:eog=g, (Neutrales Element)
VegeGIheG:hog=e. (Inverses Element)
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Wenn zusétzlich noch
Va,beG:aob=boa (Kommutativitat)

gilt, so nennt man die Gruppe (G, o) eine kommutative oder abelsche Gruppe.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Wenn zusatzlich noch

Va,beG:aob=boa (Kommutativitat)
gilt, so nennt man die Gruppe (G, o) eine kommutative oder abelsche Gruppe.
Eine Gruppe wird oft statt mit o oft mit dem Multiplikationspunkt - geschrieben,

das neutrale Element dann als Eins bezeichnet und als 1 geschrieben, das
Inverse zu g € G wird dann mit g~!' € G bezeichnet.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Wenn zusatzlich noch
VabeG:aob=boa (Kommutativitat)
gilt, so nennt man die Gruppe (G, o) eine kommutative oder abelsche Gruppe.

Eine Gruppe wird oft statt mit o oft mit dem Multiplikationspunkt - geschrieben,
das neutrale Element dann als Eins bezeichnet und als 1 geschrieben, das
Inverse zu g € G wird dann mit g~!' € G bezeichnet.

Eine abelsche Gruppe schreibt man oft mit dem Zeichen + statt o, dann wird
das neutrale Element als Null bezeichnet und mit dem Symbol 0
gekennzeichnet, das Inverse zu g € G wird dann mit —g bezeichnet.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Wenn zuséatzlich noch
VabeG:aob=boa (Kommutativitat)
gilt, so nennt man die Gruppe (G, o) eine kommutative oder abelsche Gruppe.

Eine Gruppe wird oft statt mit o oft mit dem Multiplikationspunkt - geschrieben,
das neutrale Element dann als Eins bezeichnet und als 1 geschrieben, das
Inverse zu g € G wird dann mit g~!' € G bezeichnet.

Eine abelsche Gruppe schreibt man oft mit dem Zeichen + statt o, dann wird
das neutrale Element als Null bezeichnet und mit dem Symbol 0
gekennzeichnet, das Inverse zu g € G wird dann mit —g bezeichnet.

(U, o) mit einer Untermenge U C G heiB3t Untergruppe, wenn mit a,b € U auch
wieder a o b~! € U, wobei b~! das inverse Element zu b € U bezeichnet.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Die Anzahl verschiedener Elemente in einer Gruppe ist die Gruppenordnung.
Besteht eine Gruppe nur aus endlich vielen Elementen, so nennt man die
Gruppe endlich.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Die Anzahl verschiedener Elemente in einer Gruppe ist die Gruppenordnung.
Besteht eine Gruppe nur aus endlich vielen Elementen, so nennt man die

Gruppe endlich.

Damit haben wir nahezu alle Einzelheiten aus dem Satz von Feit und
Thompson Ubersetzt:
Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind aufidsbar.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Die Anzahl verschiedener Elemente in einer Gruppe ist die Gruppenordnung.
Besteht eine Gruppe nur aus endlich vielen Elementen, so nennt man die
Gruppe endlich.

Damit haben wir nahezu alle Einzelheiten aus dem Satz von Feit und
Thompson Ubersetzt:

Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind aufidsbar.

Es fehlt der Begriff der Auflésbarkeit. Dazu bendtigen wir die Begriffe der
erzeugten Gruppe, des Kommutators und der Kommutatorgruppe.

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010 75/80



Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Die Anzahl verschiedener Elemente in einer Gruppe ist die Gruppenordnung.
Besteht eine Gruppe nur aus endlich vielen Elementen, so nennt man die
Gruppe endlich.

Damit haben wir nahezu alle Einzelheiten aus dem Satz von Feit und
Thompson Ubersetzt:

Alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung sind aufidsbar.

Es fehlt der Begriff der Auflésbarkeit. Dazu bendtigen wir die Begriffe der
erzeugten Gruppe, des Kommutators und der Kommutatorgruppe.

Historisch gesehen wurde die Gruppentheorie ins Leben gerufen, als die
Leute nach Aufléseformeln fir Polynome vom Grad gréBer gleich finf
suchten, analog zu den Formeln von Cardano. Diese sind eng verknlpft mit
dem Begriff der Aufldsbarkeit.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Definition (erzeugte Gruppe)
Es sei S ¢ G. Dann ist der Durchschnitt aller Untergruppen U mitS C U € G
eine Untergruppe

(8) := (J{U | U ist Untergruppe von G mit S C G}, (101)

die von S erzeugte Gruppe.

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010 76 /80



Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Definition (erzeugte Gruppe)

Es sei S ¢ G. Dann ist der Durchschnitt aller Untergruppen U mitS C U € G
eine Untergruppe

(8) := (J{U | U ist Untergruppe von G mit S C G}, (101)

die von S erzeugte Gruppe.

Die von S erzeugte Gruppe (S) ist quasi die kleinste Untergruppe von G,
welche S enthalt. Falls S schon Untergruppe ist, ist natlrlich (S) = S. Falls
nicht, dann kdnnen ja nur Elemente fehlen, die mittels der Gruppenaxiome
aus Elementen von S hervorgegangen sind:
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Definition (erzeugte Gruppe)

Es sei S ¢ G. Dann ist der Durchschnitt aller Untergruppen U mitS C U € G
eine Untergruppe

(8) := (J{U | U ist Untergruppe von G mit S C G}, (101)

die von S erzeugte Gruppe.

Die von S erzeugte Gruppe (S) ist quasi die kleinste Untergruppe von G,
welche S enthalt. Falls S schon Untergruppe ist, ist natlrlich (S) = S. Falls
nicht, dann kdnnen ja nur Elemente fehlen, die mittels der Gruppenaxiome
aus Elementen von S hervorgegangen sind:

Theorem (Charakterisierung der erzeugten Gruppe)

Ist G eine Gruppe und S eine nichtleere Teilmenge von G, dann besteht (S),
die von S erzeugte Untergruppe, aus allen endlichen Produkten von
Elementen aus S U S~!.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Definition (Kommutator; Kommutatorgruppe)
Der Kommutator zweier Elemente a, b € G ist definiert als

[a,b] := aba~'b™". (102)
Die von allen Kommutatoren erzeugte Gruppe
K(G) := ({[a,b] | a,b € G}) (103)

wird Kommutatorgruppe genannt. Dieser Prozess kann iteriert werden, wir
definieren die héheren Kommutatorgruppen induktiv durch Ko(G) := G,
Kn1+1(G) := K(K,(G)), n = 0.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Definition (Kommutator; Kommutatorgruppe)
Der Kommutator zweier Elemente a, b € G ist definiert als

[a,b] := aba~'b™". (102)
Die von allen Kommutatoren erzeugte Gruppe
K(G) := ({[a,b] | a,b € G}) (103)

wird Kommutatorgruppe genannt. Dieser Prozess kann iteriert werden, wir
definieren die héheren Kommutatorgruppen induktiv durch Ko(G) := G,
Kn1+1(G) := K(K,(G)), n = 0.

Definition (Auflésbarkeit)

Eine Gruppe hei3t auflésbar, wenn es ein n € N gibt mit K,,(G) = {e}.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Jede abelsche Gruppe ist auflésbar, da alle Kommutatoren aus dem neutralen
Element bestehen,

la,b] = aba™'b™" = baa~'b~" = beb™' =bb~" =, (104)

und somit K;(G) = K(G) = {e} gilt. In diesem Sinne sind auflésbare Gruppen
Verallgemeinerungen von abelschen Gruppen.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Jede abelsche Gruppe ist auflésbar, da alle Kommutatoren aus dem neutralen
Element bestehen,

la,b] = aba™'b™" = baa~'b~" = beb™' =bb~" =, (104)

und somit K;(G) = K(G) = {e} gilt. In diesem Sinne sind auflésbare Gruppen
Verallgemeinerungen von abelschen Gruppen.

Soweit zum Verstandnis der Aussage des Satzes.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Jede abelsche Gruppe ist auflésbar, da alle Kommutatoren aus dem neutralen
Element bestehen,

la,b] = aba™'b™" = baa~'b~" = beb™' =bb~" =, (104)

und somit K;(G) = K(G) = {e} gilt. In diesem Sinne sind auflésbare Gruppen
Verallgemeinerungen von abelschen Gruppen.

Soweit zum Verstandnis der Aussage des Satzes.

Um den Satz zu beweisen, haben Feit und Thompson zuerst einmal viele
andere Definitionen auflisten missen, zuerst etwa 55 Definitionen, gefolgt von
unzéhligen anderen Definitionen und dann vielen Hilfssatzen.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Satz von Feit und Thompson

Jede abelsche Gruppe ist auflésbar, da alle Kommutatoren aus dem neutralen
Element bestehen,

la,b] = aba™'b™" = baa~'b~" = beb™' =bb~" =, (104)

und somit K;(G) = K(G) = {e} gilt. In diesem Sinne sind auflésbare Gruppen
Verallgemeinerungen von abelschen Gruppen.

Soweit zum Verstandnis der Aussage des Satzes.

Um den Satz zu beweisen, haben Feit und Thompson zuerst einmal viele
andere Definitionen auflisten missen, zuerst etwa 55 Definitionen, gefolgt von
unzéhligen anderen Definitionen und dann vielen Hilfssatzen.

Ihr Beweis bendtigt 255 Seiten, eine ganze Ausgabe zu vier Banden eines
mathematischen Journals.
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Wenn alles andere versagt ...
Der grof3e Satz

Der Beweis wurde spater zwar an einigen Stellen vereinfacht, bildet aber
selbst nur eine kleine der vielen Grundlagen des sogenannten gro3en Satzes
(der Gruppentheorie).
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Wenn alles andere versagt ...
Der grof3e Satz

Der Beweis wurde spater zwar an einigen Stellen vereinfacht, bildet aber
selbst nur eine kleine der vielen Grundlagen des sogenannten gro3en Satzes
(der Gruppentheorie).

Der grof3e Satz beschreibt die
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen.
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Der grof3e Satz

Der Beweis wurde spater zwar an einigen Stellen vereinfacht, bildet aber
selbst nur eine kleine der vielen Grundlagen des sogenannten gro3en Satzes
(der Gruppentheorie).

Der grof3e Satz beschreibt die
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen.

Der Gesamt,beweis” wird nicht von allen Mathematikern anerkannt
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Der grof3e Satz

Der Beweis wurde spater zwar an einigen Stellen vereinfacht, bildet aber
selbst nur eine kleine der vielen Grundlagen des sogenannten gro3en Satzes
(der Gruppentheorie).

Der grof3e Satz beschreibt die
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen.

Der Gesamt,beweis” wird nicht von allen Mathematikern anerkannt, wir geben
ohne Ubersetzung die Einleitung aus (Gorenstein et al., 1994) wieder, um zu
erklaren, wieso:

The existing proof of the classification of the finite simple groups runs

to somewhere between 10,000 and 15,000 journal pages, spread

across some 500 separate articles by more than 100

mathematicians, almost all written between 1950 and the early

1980’s.
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Der grof3e Satz

Der Beweis wurde spater zwar an einigen Stellen vereinfacht, bildet aber
selbst nur eine kleine der vielen Grundlagen des sogenannten gro3en Satzes
(der Gruppentheorie).

Der grof3e Satz beschreibt die
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen.

Der Gesamt,beweis” wird nicht von allen Mathematikern anerkannt, wir geben
ohne Ubersetzung die Einleitung aus (Gorenstein et al., 1994) wieder, um zu
erklaren, wieso:

The existing proof of the classification of the finite simple groups runs

to somewhere between 10,000 and 15,000 journal pages, spread

across some 500 separate articles by more than 100

mathematicians, almost all written between 1950 and the early

1980s.

Wir geben im Folgenden daher nur den Beweis fiir den Satz von Feit und
Thompson wieder.
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Wenn alles andere versagt ...

Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:
» (---|---): Die Gruppe erzeugt von --- sodass - - -
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» {---|---}: Die Menge von --- so dass ---
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:

» (---|---): Die Gruppe erzeugt von --- sodass - - -
» {---|---}: Die Menge von --- so dass ---
» gp(---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren - -- so dass - - -
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:

» (---|---): Die Gruppe erzeugt von --- sodass - - -
» {---|---}: Die Menge von --- so dass ---
» gp(---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren - -- so dass - - -

> |X|: Die Anzahl der Elemente in X
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:
» (---|---): Die Gruppe erzeugt von --- sodass - - -
{--+]---}: Die Menge von --- so dass - --
gp{---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren --- so dass - - -
|X|: Die Anzahl der Elemente in X
X#: Die Menge der Nicht-Identitits-Elemente in X

v

vV v VY
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:
» (---]---): Die Gruppe erzeugt von - -- so dass - - -
{--+]---}: Die Menge von --- so dass - --
gp{---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren --- so dass - - -
|X|: Die Anzahl der Elemente in X
X#: Die Menge der Nicht-Identitits-Elemente in X
w: Eine Menge von Primzahlen. Wenn 7 = {p}, identifizieren wir = mit p

v

vV v v Vv
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:

» (---]---): Die Gruppe erzeugt von - -- so dass - - -

» {---]---}: Die Menge von - -- sodass - --

» gp(---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren - -- so dass - - -
> |X|: Die Anzahl der Elemente in X

» X7: Die Menge der Nicht-Identitits-Elemente in X

» 7: Eine Menge von Primzahlen. Wenn = = {p}, identifizieren wir = mit p
» 7': Die komplementare Menge von Primzahlen
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:
» (---]---): Die Gruppe erzeugt von - -- so dass - - -
{---]---}: Die Menge von - -- sodass - --
gp{---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren --- so dass - - -
|X|: Die Anzahl der Elemente in X
X#: Die Menge der Nicht-ldentitats-Elemente in X
w: Eine Menge von Primzahlen. Wenn 7 = {p}, identifizieren wir = mit p
7': Die komplementare Menge von Primzahlen
w-Zahl: Eine Zahl ungleich Null, deren Primfaktoren alle in 7 liegen

v

vV V.V vV Vv .Y
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:

» (---|---): Die Gruppe erzeugt von --- sodass - - -

» {---]---}: Die Menge von - -- sodass - --

» gp(---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren - -- so dass - - -
> |X|: Die Anzahl der Elemente in X

» X7: Die Menge der Nicht-ldentitats-Elemente in X

» 7: Eine Menge von Primzahlen. Wenn = = {p}, identifizieren wir = mit p
» 7': Die komplementare Menge von Primzahlen

» w-Zahl: Eine Zahl ungleich Null, deren Primfaktoren alle in 7 liegen

» n,: Die groBte w-Zahl, die die Zahl n € N teilt
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Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:

(---]---): Die Gruppe erzeugt von --- so dass - - -
{--+]---}: Die Menge von --- so dass - --
gp{---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren --- so dass - - -

|X|: Die Anzahl der Elemente in X

X#: Die Menge der Nicht-ldentitats-Elemente in X

w: Eine Menge von Primzahlen. Wenn 7 = {p}, identifizieren wir = mit p
7': Die komplementare Menge von Primzahlen

w-Zahl: Eine Zahl ungleich Null, deren Primfaktoren alle in 7 liegen

n,: Die gréBte w-Zahl, die die Zahl n € N teilt

vV VYV VvV VvV VvV VvV VvV VY

Ok, das ist jetzt nicht mehr ernst gemeint. Viel Spaf3 beim weiteren Studium!

Jens-Peter M. Zemke StraBenkampfmathematik Vorlesung im Rahmen der OE WS 2010  80/80



Wenn alles andere versagt ...
Der Beweis

Zuerst folgt die verwendete Notation:

(---]---): Die Gruppe erzeugt von --- so dass - - -
{--+]---}: Die Menge von --- so dass - --
gp{---|---): Die Gruppe erzeugt durch die Generatoren --- so dass - - -

|X|: Die Anzahl der Elemente in X

X#: Die Menge der Nicht-ldentitats-Elemente in X

w: Eine Menge von Primzahlen. Wenn 7 = {p}, identifizieren wir = mit p
7': Die komplementare Menge von Primzahlen

w-Zahl: Eine Zahl ungleich Null, deren Primfaktoren alle in 7 liegen

n,: Die gréBte w-Zahl, die die Zahl n € N teilt

vV VYV VvV VvV VvV VvV VvV VY

Ok, das ist jetzt nicht mehr ernst gemeint. Viel Spaf3 beim weiteren Studium!

Wir sehen uns am Freitag, den 29. bei der Anleitung zur Mathematik | : -)
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