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Aufgabe 1: (Thema: relativer und absoluter Fehler)

a) Von ARCHIMEDES wurden die Zahlen 31 und 31Y als obere und untere Schranken fiir 7
angegeben. Bestimmen Sie — nur unter Verwendung dieser Werte — Schranken fiir die
absoluten und die relativen Fehler dieser Naherungen und ihres Mittelwertes.

Zur Rekapitulation:
Sei € R eine Naherung fiir x € R, dann ist mittels
|z — 2|

der absolute und iiber
|z — 2

|]

der relative Fehler definiert.

b) Sie wissen von einer Gréfle # € R nach einer Messung, dass = € [1.005,1.015] gilt.
Nun benétigen Sie den Wert  := 22 — 1, wobei ein maximaler relativer Fehler von 1%
nicht iiberschritten werden darf. Zeigen Sie, dass es nicht garantiert werden kann, dass
jedes & aus [1.005,1.015] der geforderten Fehlergiite geniigt. Welchen relativen Fehler
muss ein & € [1.005, 1.015] erfiillen, so dass doch die Genauigkeitsanforderungen an die
Auswertung von y erfiillbar sind?

Losung zu Aufgabe 1:

zu a) Wir verwenden die eingéingigen Bezeichungen 7, fiir die untere Schranke, 7, fir die
obere Schranke und ,, = (7, + 7,)/2 fiir den Mittelwert der Schranken. Diese Werte
sind im Einzelnen gegeben durch

T, = 340 &~ 3.140845,

T, = 31 &~ 3.142857,
o 141 ~

Tm = 3%t =~ 3.141851.

Den absoluten, respektive relativen Fehler einer Naherung 2 zu einem Wert = bezeichnen
wir im folgenden mit e,ps(Z), respektive €. (Z):

~ ~ ~ Ir—x €ab T
€abs(Z) = |7 — 2, €rel(T) = | ] | = a|;(| )

Mit Hilfe dieser Notation schitzen wir zuerst den absoluten Fehler ab. Wir haben nur
die Information, dass 7 € [m,, 7,]. Damit lidsst sich leicht die Giiltigkeit der folgenden
Aussagen nachvollziehen:

1
€abs(Ty) = |mu—7| < |mu—m = o7 ~ 0.002012073,
()—|—|<|—|—i~0002012073
€abs (o = To ™ I To Ty = 197 ~ . .



Beide Abschitzungen sind in dem Sinne scharf, dass aufgrund mangelnder Information
der ,echte“ Wert von 7 ja ohne weiteres der jeweils andere Rand des Intervalles [y, 7,)
sein konnte. Die Abschétzung fiir den Mittelwert 7, sieht besser aus, es gilt

|7ro _7ru|

5 = 901 ~ 0.001006037,

6aubs(ﬂ-m) = ‘ﬂ—m - 7T| <
da der maximale Abstand von m,, zu irgendeinem anderen Punkt gerade durch den
Radius des Intervalles [my,, 7,], also durch den halben Diameter (Durchmesser) m, — 7,
gegeben ist. Auch diese Abschitzung ist scharf.

Jetzt wenden wir uns den relativen Fehlern zu. Der relative Fehler ist gegeben durch
den absoluten Fehler geteilt durch den Absolutbetrag des exakten Wertes gegeben. Wir
nutzen aus, dass wir schon Schranken fiir den absoluten Fehler berechnet haben, und
verwenden folgende Beobachtung:

Wir bendtigen also nur noch eine untere Schranke fiir den exakten Wert von , die durch
m, explizit vorgegeben ist. Damit gilt fiir die relativen Fehler:

€rel(Ty) < 7T“|_|77°| ~ 0.000640615 < 0.65%
Ty
erel(mo) < 77“|_|77°| ~ 0.000640615 < 0.65%
7r'll,
‘77u_770|
€rel(Tm) < T ~ 0.000320307 < 0.33%
T

Beim Ubergang zum Mittelwert gewinnt man also Genauigkeit in der Abschitzung.
Dieser Gewinn ist allerdings erkauft durch den Verlust der Information, auf welcher
Seite der exakte Wert liegt.

zu b) Sei Z € [1.005,1.015] beliebig, dann gilt mit 7 := 7% — 1:

ly — 9] < 3.0225- 1072 — 1.0025 - 102

ly] 1.0025 - 102 %

Die Abschétzung ist insofern scharf, als dass fiir den moglichen exakten Wert x = 1.005
und der Approximation & = 1.015 das Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheitszeichen
ersetzt werden kann. Quintessenz: Die geforderte Genauigkeit kann also bei weitem nicht
garantiert werden.

Wir kommen jetzt zu der Frage, wie genau man die Messung durchfiihren miisste, damit
die erforderliche Genauigkeit erzielt werden kann. Es gilt unter Beachtung von =, T €

[1.005,1.015]:
@ -1 - @P-1)| _|@+a) (@ -a)
erel(y) = 2% 1] T @+ 1) (z - 1)
S 5 L) B P £ ) L B
 (z+1)-(z-1) IRCES VR Vi

1.015 4 1.015) - 1.015
( ) ) : 6rel(-r)

(1.005 + 1) - (1.005 — 1
205.5312 - €01(F)

N

N

Die Forderung, dass der letzte Ausdruck kleiner gleich 0.01 sein soll, fithrt auf die Schran-
ke
0.01

< — ' ~4865-107°
205.5312

€rel (i')



fiir den relativen Fehler der Approximation Z.

In dieser Aufgabe kann man sehr schon sehen, in welcher Weise die gegebene Genauigkeit
fiir ein Funktionsargument die Giite der Genauigkeit des Funktionswertes beeinflussen
kann.

Aufgabe 2: (Thema: Rundungsfehler)

Gegeben Sei das Polynom

pla) = (z-2)".
Berechnen Sie mit Hilfe der Intervallhalbierung die Nullstelle 2. Gehen Sie dabei folgender-
maflen vor: Programmieren Sie die Funktion zunéchst in der ausmultiplizierten Form

x.711-22%x.710+220%*x."9-1320*x . "8+5280*x."7-. ..
14784%*x . 6+29568%x."5-42240%x . "4+42240%x."3-. ..
28160*x.72+11264+*x-2048

mit Hilfe des HORNER-Schemas. Wihlen Sie als linken Startwert 7/2 und als rechten Start-
wert . Fithren Sie die Intervallhalbierung durch, bis linker und rechter Intervallrand bis auf
1075 zusammengeriickt sind. (Hinweis: Uber Sprachkonstrukte von Matlab kénnen Sie sich
allgemein mit help lang informieren. Es gibt so z.B. while-Schleifen.) Notieren Sie das Er-
gebnis. Probieren Sie nun verschiedene andere rechte Startwerte rechts von x = 2 aus, z.B.
auch 2.2. Was beobachten Sie?

Was beobachten Sie dagegen, wenn Sie dasselbe mit dem Polynom in der Darstellung
(x-2) .711 machen? Versuchen Sie eine Erklarung.

Ein Hinweis zur Visualisierung: Plotten Sie beide Funktionen zundchst mittels fplot auf dem
Intervall [1.8,2.2], dann mittels plot iiber dem Vektor  gegeben durch
x = linspace(1.8,2.2,8000);

Waéhlen Sie mit Hilfe der Funktion axis geeignete Ausschnitte und erkldren Sie, was Sie dabei
beobachten. Veranschaulichen Sie sich Thre Beobachtung bei der Intervallhalbierung im Lichte
dieses Resultats.

Loésung zu Aufgabe 2:

Das M-File aufg01£f01.m enthélt das Polynom in der ausmultiplizierten Form. Es wird mit
einem gegebenen Vektor x wie folgt aufgerufen:

y = aufg01f01(x);

Nach dem Aufruf (mit den verschiedenen Startwerten) wird eine teilweise drastische Miskon-
vergenz sichtbar. Die Intervallhalbierung ,sieht* Nullstellen, wo keine sein diirfen, wiahrend
bei dem Polynom in der Form (x-2).711 so etwas nicht passiert. Der Grund dafiir sind
Ausloschungsphénomene bei der Auswertung des Polynoms nach dem HORNER-Schema in der
Niihe der Nullstelle, also Rundungsfehler. Interessant dabei ist, dass fiir verschiedene rech-
te Rénder die Intervallhalbierung verschiedene Rundungsfehler und damit auch verschiedene
»Nullstellen* produziert.

Man kann aber zeigen, dass jede dieser Pseudo-Nullstellen die Nullstelle eines (anderen) Po-
lynoms ist, das man erhélt, indem jeder Koeffizient leicht gestort wird. Wir lernen aus dieser
Aufgabe etwas tiber die Kondition mehrfacher Nullstellen von Polynomen und auch iiber die
sinnhafte Implementation algebraischer Ausdriicke. So verlieren wir in diesem Fall an Genau-
igkeit, wenn wir das Polynom erst auf Standardform bringen.

Das M-File aufg01£02.m fiihrt die Intervallhalbierung durch und plottet anschliefend die
Konvergenzhistorie der unteren und oberen Intervallrinder. (Man kann entsprechende Zeilen
im Code ,,scharfmachen* und bekommt dann zusétzlich eine Historie der y-Werte.) Das M-File
wird im Fall der Réinder 7/2 und 7 folgendermafien aufgerufen:



[nst,val,xa,yal = aufg01£f02(pi/2,pi,le-5);
Die Aufrufparameter im Einzelnen aufgeschliisselt sind gegeben als:

Erster Parameter = linker Rand,
Zweiter Parameter = rechter Rand,

Dritter Parameter = Toleranz.
Die Riickgabeparameter im Einzelnen aufgeschliisselt sind gegeben als:

Erster Parameter = Nullstellenschéitzung,
Zweiter Parameter =~ y-Wert dazu,
Dritter Parameter ~ z-Historie,

Vierter Parameter = y-Historie.

Man kann das M-File auch ohne Riickgabeparameter aufrufen und erhélt nur den Plot:
aufg01£02(pi/2,pi,1le-5);

Wenn man die ausmultiplizierte Funktion mit £plot (nur in Matlab, nicht in Octave) zeichnet,
fplot (Caufg01f01(x)’,[1.8 2.2]);

erkennt man bei einiger Vergréflerung, etwa
axis([1.8 2.2 -1e-9 1e-9]);

ein erratisches Zickzackmuster. Gibt man den x-Vektor noch feiner explizit vor, namlich etwa
wie vorgeschlagen

x = linspace(1.8,2.2,8000);
und zeichnet dann mit plot, i.e.,
plot(x,aufg01f01(x));

so erkennt man bei obiger axis-Wahl einen ,ausgeschmierten® Bereich. Es werden scheinbar
alle Werte in einem bestimmten Streifen um die Null in einer gewissen Nihe von z = 2
angenommen. Mit

axis([1.8 2.2 -1le-11 1le-11]1);

wird das noch deutlicher. Das Intervallhalbierungsverfahren erwischt also quasi ,,zuféllig® po-
sitive und negative Funktionswerte und steuert damit eine von unabsehbar vielen ,falschen®
Nullstellen in der Ndhe der 2 an.

Aufgabe 3: (Thema: Polynominterpolation)

a) Es sei M = M, ..., M, Thre Matrikelnummer. Nehmen Sie von dieser die letzten fiinf
Ziffern und bilden Sie mit diesen die Zahl m = mq,...,ms mit m; = M, _54;, 1 =
1,...,5. Bestimmen Sie mit Hilfe von Matlab, aber ohne den Gebrauch der Funktionen
polyfit oder polyval ein Polynom p, welches die Zahlen i € {1,2,3,4,5} auf die ite
Ziffer m; der Zahl m abbildet. Plotten Sie p auf dem Intervall [1, 5].



b)

c)

Es sei nun

ms = m3+ﬁ

Bestimmen Sie ein Polynom p, welches ¢ € {1,2,4,5} auf die ite Ziffer von m und die 3
auf mg abbildet. Plotten Sie die Fehlerfunktion f := p — p auf dem Intervall [0, 50].

Zeigen Sie, dass die Fehlerfunktion f nicht von Ihrer Matrikelnummer abhéngt, dass f
genau vier Nullstellen hat und berechnen Sie den Funktionsterm explizit.

Losung zu Aufgabe 3:

zu a)

zu b)

Zu ¢)

In der Materialsammlung finden Sie die Programme aufg01£f03.m und aufg01f04.m.
Das Programm aufg01f03.m berechnet das Polynom mit Hilfe einer VANDERMON-
DE-Matrix. Spéter werden wir sehen, dass dieses Vorgehen numerisch nicht besonders
giinstig ist. In aufg01£04.m wurde die Berechnung nach Algorithmus 2.14 und 2.15 aus
dem Skript (Dividierte Differenzen und HORNER-Schema) realisiert.

In diesem Aufgabenteil sollte Thnen vor allem auffallen, dass eine einzige sehr kleine
Storung der Anfangsdaten grofien Einfluss auf das resultierende Interpolationspolynom
hat. Die Fehlerfunktion f héngt aber nicht von den Daten, sondern nur von der Storung
ab. Eine mogliche Realisierung finden Sie in der Materialsammlung unter aufg01£05.m.

Wir stellen sowohl p wie p mit der LAGRANGEschen Interpolationsformel (Definition 2.5
im Skript) dar. Dann ist

5 5
f(x)=p(x) —px) = > mjli(z) - ijij(x)-

Jj=

Da die Polynome [;(x) nur von den Knoten x; abhéngen, gilt [; = Zj. Wegen m; = m;
fir i € {1,2,4,5} bzw. mg = 13 — 1/100 gilt

fz) = Z m;l;(x) — Z mjli(x) +msls(z) — msls(x) = 1(1)7013(5”)

1,2,4,5 1,2,4,5

Die Fehlerfunktion hingt also nicht von dem gewiihlten Satz m; (die fiinf letzten Ziffern
Ihrer Matrikelnummer) ab. Da p und  in den Knoten 1, 2,4 und 5 iibereinstimmen, hat f
mindestens vier Nullstellen. Wurden p und p mit minimalen Grad d < 4 bestimmt, dann
ist auch f ein Polynom vom Grade hochstens gleich vier. Aus dem Fundamentalsatz der

Algebra folgt, dass keine weiter Nullstellen existieren kénnen?.

Wir kennen also die vier einzigen Nullstellen und kénnen daher explizit schreiben

fl@)=a(z—-1)(z—2)(x —4)(z - 5).

Aus f(3) = i folgt dann o =

_L
100 400"

L Alternativ kénnte man auch mit Satz 2.4 aus dem Skript argumentieren. Gibe es eine weitere Nullstelle,
dann hétten p und p fiinf gemeinsame Punkte und miissten daher nach Satz 2.4 identisch sein. Das wieder-
spriache aber p(3) — p(3) = 1/100.



