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Motivation. Warum sind Krylov-Raume interessant?

a) Benotigt wird nur Operation Matrix x Vektor (‘“matrix-free”):

JCp. = span {q, Agq, ... ,Ak_lq} :

b) Hauptprobleme der Linearen Algebra lassen sich als Approximations-
aufgaben schreiben:

Av=wvA | x(A)=01 x(A)g=10 1| p(A)g = 0,
Ax = b r— A lpb=0 x—p(A)g=20 x —p(A)g ~ 0.

C) Solange k <« n: Operationsaufwand O(n), i.e., kleiner als bei (anderen)
direkten Methoden.

Dabei:
x(A) —det(—A)

, =b/||b].
— det(—A) q = b/|b]]

Y =det(M — A),  p(\) =
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Die Menagerie der Krylov-Raum Methoden.

O Lanczos basierte Methoden (short—term methods)
o Arnoldi basierte Methoden (long—term methods)

o Eigenproblem-Loser: Av = v A

o0 Gleichungssystem-Loser: Ax = b
o (quasi-) orthogonal residual Ansatze: (Q)OR
o (quasi-) minimal residual Ansatze: (Q)MR

Erweiterungen:
O Lanczos basierte Methoden:

o look-ahead

o product-type (LTPMs)

o0 angewandt auf die Normalgleichungen (CGN)
o Arnoldi basierte Methoden:

o restart (thin/thick, explicit/implicit)

o truncation (standard/optimal)

O gemischte Ansatze
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Eine vereinheitlichte Matrix-Beschreibung.

Ein Krylov-Raum wird aufgespannt von (den Spalten) einer Krylov-Matrix:
Kp =span(Ky),  Kp=|qAq,...,A" 1q|.
Trivialerweise gilt
[quKk;} = Kjp41.

Die naturliche Basis K ist numerisch schlecht geeignet. Deshalb Wahl
allgemeinerer Basen:

K. = QrLRy, R;. regulare obere Dreiecksmatrix.

Offensichtlich gilt auch

K41 = Qr4+1Ri+1, Ri41 regulare obere Dreiecksmatrix,
wobei insbesondere alte Matrizen in neuen Matrizen enthalten sind:

_ _(Ry  rr4a
Qk—l—l — [ij7Qk—|—l]7 Rk—|—]_ — ( 0 rk+1+k+1> .
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Satz: Alle Verfahren lassen sich in der Form

T
AQr = Qr4+1CL = QrCL + Q41041 k€%
schreiben, wobei (). eine unreduzierte Hessenberg-Matrix ist.

Beweis: Es qgilt
[Q,AK/{} = [q, AQRRy| = Qp41Rp41 = Kppa

] 1 0
= 4, AQk] = Qpt1Rit1 <O R};l)-

Dieses ist eine GR-Zerlegung der erweiterten Matrix [q,AQk}.
(Das Verfahren von Arnoldi basiert auf der QR-Zerlegung von [q, AQ,{}.)

Weglassen der ersten Spalte liefert die zu beweisende Gleichung,

1 B 1 0
(O ka) = Ri41 (0 R;?) :

Aus Dreieck-Gestalt folgt Hessenberg-Gestalt.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Grundlegende Definitionen. (Auf einen Blick.)

o Krylov-Raum, Krylov-Basis
Naturliche Basis durch Spalten der Krylov-Matrix K,,, andere Basen:

K. = QiRy, R;. reqgulare obere Dreiecksmatrix.

o Krylov-Zerlegung (C} unreduziert Hessenberg)

AQr = Qr4+1C; = QiCr, + Qk+1ck+1,k€£-

o0 Krylov-Raum-Verfahren: Berechne Approximationen der Gestalt

T = Qk2k-
Verwende dazu nur Information aus Arnoldi:
o erster Basis Qp (Qri1), QHQ, =11, Hy, = Q1 AQ;.
o zweiter Basis Qj (Qr+1) und aus Lanczos:
o Darstellung C}. (Ci) von A. QHQ =11, T), = QF AQy.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Auswirkungen endlicher Genauigkeit. (Sehr kurz.)

Aus Krylov-Zerlegung wird perturbierte Krylov-Zerlegung:

AQr+F, = Qpy1Ck.

Dabei Fehler bestimmt durch:

Verfahren
+ Implementation

= Schranke

Ein Beispiel: Lanczos-Verfahren fur symmetrische Matrizen.
Implementation: , beste" Implementation nach C.C. Paige (MGS).
= |Ifjll < (7||All +m[|[|Al|De = O(||Alle) (Paige 197{112]6})

Anmerkung. Fur einige Algorithmen Schranke nicht a priori festlegbar.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Eine perturbierte Krylov-Zerlegung lal3t sich folgendermalen verbildlichen:

Cl

Diese Darstellung wurde gewahlt, um die perturbierte Krylov-Zerlegung
aus der Sichtweise eines approximativen Unterraumes zu zeigen.

Das Residuum ist gegeben durch die Summe einer

o sich andernden Rang-Eins Matrix (M = qj41¢k41 161 )
und einer

o sich nicht andernden (kleinen) Stoérungsmatrix (—F%).

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Ein vereinheitlichender Ansatz. \Was bleibt ...

Konzentration auf Invarianten:
Lokal erhalten: Eigenschaften von Q. (e.g. Orthogonalitat).
Invariant: Struktur von Cj, C; (i.e. Hessenberg-Gestalt).

Lokale Orthogonalitat: Ansatze von

o Paige (Lanczos symmetrisch),
Cullum & Willoughby (CG & Lanczos),

o)

o Simon (Lanczos symmetrisch),
o Day (Lanczos), Bai (Lanczos),
o)
o)

Tong & Ye (BiCQG),
RozloZznik (GMRES).

Eigenschaften von Hessenberg-Matrizen?
= Herleitung von Hessenberg-Eigenwert-Eigenvektor-Relationen.
= Herleitung von Ruckwartsfehlern fur prolongierte Eigenvektoren.

Technische Universitat Hamburg-Harburg

J. Zemke — Dissertationsvortrag -9 —



Ein kleiner Exkurs in Matrizentheorie.

Eigenzerlegung (Jordan-Normal-Form) von A gegeben als

AV =V J.

— Eigenzerlegung der Matrix-Familie A = zI — A gegeben durch (rechte)
Eigenmatrix V und Matrix-Familie ¥ = zI — J:

AV = V.
Linke Eigenmatrizen:

gV H
IAVER

v-H = vHA
v = vz

v
i

Definition (Minoren von “A): Der Ausdruck #A,; bezeichnet die Deter-
minante von A ohne Spalte ¢ und Zeile 5. Diese Zahlen werden als die
Minoren von A bezeichnet.

Technische Universitat Hamburg-Harburg

J. Zemke — Dissertationsvortrag — 10 — Arbsbereich Mathamati



Definition (Cofaktoren von 4): Die mit dem Vorzeichen (—1)*tJ ver-
sehenen Minoren A;; bezeichnet man als Cofaktoren.

Definition (Adjunkte von “4): Die Adjunkte wird klassisch als transpo-
nierte Matrix der Cofaktoren definiert:

P(z) = adj(A), pij(z) = (—1)F7 . 4,

Die Adjunkte von A erfillt (Laplace-Entwicklung):

adj(A)(A) = det(A)I = x(2)1.

Sei z nicht im Spektrum von A enthalten. Wir bilden die Resolvente
R(z) = (¥)~1 von z und erhalten

P(z) = adj(A) = x(2)R(z) = x(2) V(7)) 'V

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Mitte der rechten Seite der (leicht umgeformten) letzten Gleichung:

P(z) = V() () vH.

Gestalt von G(z) = x(2) (&) 1:

NOICH R O x(2) €V

(z=XN"1 ... (=X

= @ x(2) :
A (z— 1)1

Beobachtung: Terme mit negativem EXponenten Kkurzen sich mit ent-
sprechenden Faktoren im charakteristischen Polynom x(z).

Verfeinerung: Wir teilen durch den maximalen Faktor (z — A\)*¥ und be-
rechnen den Limes z — X\ fur ein \.
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Dazu: Interpretation der linken Seite der Gleichung
im P(z) = VIimG(z)7H?

mittels anderer (klassischer) Sichtweise der Adjunkte.

Anmerkung: Wenn auf der rechten Seite der Limes existiert, dann auch
auf der linken Seite. Die Gleichheit bleibt erhalten.

Anmerkung’: Diese (offensichtliche) letzte Anmerkung zeigt klar, daB
einige der Polynome p;;(z) eine (mehrfache) Nullstelle A haben.

Die resultierende polynomiale Gleichung lim P(z) = VIim G(2)VH ist eine

Quelle von Eigenwert—Eigenvektor—Relationen.
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Beobachtung: Nur wenige Elemente von Iim G sind nicht-Null. Die ,,aus-
gewahlten" Eigenvektoren basieren auf den nicht-Null Positionen 1, j:

Uy (27])

Wir betrachten im Weiteren nur noch den speziellen Fall von nicht-
derogativen Eigenwerten (geometrische Vielfachheit gleich Eins).

Wir erhalten Gleichungen, die (einige der) Elemente von Iim P, Ilim G und
Produkte von linken und rechten Eigenvektorkomponenten involvieren.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Satz: Sei A € K"*". Sei \} = A\41 = ... = N4 €in geometrisch ein-
facher Eigenwert von A. Sei k£ + 1 die algebraische Multiplizitat von .
Seien fleik und v; die zugehorigen linken und rechten Eigenvektoren mit
entsprechender Normalisierung.

Dann gilt
pji( A1)
[, (Ar — As)

V105 [4+k =

(lim P ergibt den Zahler, Iim G ergibt den Nenner.)

Dieser Satz ist auf alle Eigenwerte einer nicht-derogativen Matrix A an-
wendbar.

Krylov-Verfahren basieren auf unreduzierten Hessenberg-Matrizen. Sei
jetzt H = A unreduziert Hessenberqg.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Unreduzierte Hessenberg-Matrizen sind nicht-derogativ. Dieses folgt aus
einem einfachen Rang-Argument. H = H,, sei eine unreduzierte Hessenberg-
Matrix der Dimension m X m:

rank(H — 01) > m — 1.

Viele der Polynome kOnnen explizit ausgewertet werden:

Satz: Das Polynom pj;, + < j hat den Grad (¢ — 1) + (m — j) und laBt sich
wie folgt auswerten:

|01 — Hyy1 *
(—1)"t7 Rit1:-1

p;i(0; H)

— XH]_:Z'_]_(H) 11 dlag(H’Lj7 _1)XH]_|_1m(9)
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Es bezeichne H(m) die Menge der unreduzierten Hessenberg-Matrizen der
Dimension m x m. Das allgemeine(re) Eigenwert—Eigenvektor—Resultat
vereinfacht sich zu:

Satz: Sei H € H(m). Sei i < j. Sei 0 ein Eigenwert von H der Multiplizitat
k—+ 1. Sei s der eindeutige linke Eigenvektor und st der eindeutige rechte
Eigenvektor zum Eigenwert 0.

Dann gilt
_XHl 1 XH [E=!
-/ . 11— +1:m
3(D)s()) = Gr O] T g (1)
_ XHl:m i (=1

Bemerkung: Wir haben die implizite Skalierung der Eigenvektoren (er-
zwungen durch die Wahl der Eigenmatrizen) ignoriert, i.e., ST's =1.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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,, Rundreisen*

Der Einfachheit halber sei die gegebene perturbierte Krylov-Zerlegung
(Matrix-Schreibweise)

My = AQy — QrCr + Fy

diagonalisierbar, i.e., A und C}. seien diagonalisierbar. Bezeichne yj = kaj
den jten Ritz-Vektor. Die Einflusse der Fehler lassen sich folgendermalen
mittels Eigenpaar und Ritz-Paar ausdrucken:

Satz: Die Rekursion der Basisvektoren g, 1aBt sich wie folgt schreiben
(Eigenpaar — Ritz-Paar-Schreibweise):
Ck+1,kSkj

aLqu-l-l — v Z,j(,k)

Diese lokale Fehler-Verstarkungsformel besteht aus vier Ingredienzien.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Diese Gleichung hangt vom (a priori unbekannten) Ritz-Paar ab. Wenn
wir die Eigenbasis verwenden,

k
I = SS_l = SST = e] = SS”TGZ = Z §lj5ja
J=1
erhalten wir eine Gleichung ohne den Ritz VVektor:

Satz: Die Rekursion der Basisvektoren zwischen g; und g1 ist gegeben
durch (Eigenpaar — Eigenpaar-Schreibweise):

k

k = -
C 1.kS1iSkqi | - . . Sl
Z k+1,k2l53°kj vz'l_[qk—|—1 — Uil_lql _I_ sz_IFk Z J sj -
N — 06, N — 0,

=1 J =1 J

Fur [l = 1 erhalten wir eine Gleichung, die die Einflusse der Fehler ab dem
Start verdeutlicht:

k = k -
8 -8 . .
S FALRUTR ) 5l gy = g + 07 F | 3 (22 5]
>‘i_9' >‘i_9'

=1 J =1 J
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Interpretation: Die Starke der Abweichung hangt von der GroBe der
ersten Komponente des linken Eigenvektors §j von C}p. und der Form und
GroBe des rechten Eigenvektors s; ab.

Anwendung der Eigenwert—Eigenvektor—Relation (1) entfernt die Abhangig-
keit von den Eigenvektoren (setze k =0,1 =1, m =k, = k):

[ 1j-1

-/ - . XCl:z’—lxc' m /

8(7’)8(]) — (k—|—1j)+1 (8) H Cl+1,1-
. XCl:m i (=1

Satz: Die Rekursion zwischen den Basisvektoren g; und gg41 1aBt sich
wie folgt schreiben (Eigenpaar — Eigenwert-Schreibweise):

k -
i p=1¢p+1p ~H __ ~H ~H ; S1j
> ) Ui Q41 =07 q1 +0; Fy | ) S

=1 s (95 — 9]') (>\7; —0; =1\ — 0

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Zeit fur ein schones Resultat aus der Polynom-Interpolation (Lagrange):

k 1 _ 1 b T (N — 6))
];1 [T~ (9j — 91) (>\z‘ — <9j) Xy (i) j§1 [11£; (9j — 9z)
1
 xe, ()

Damit konnen wir den letzten Satz schoner schreiben:

Satz: Die Rekursion zwischen den Basisvektoren g3 und gqi4 1 kann wie
folgt geschrieben werden (Eigenpaar — Polynom-Schreibweise):

i xcy, (Ai) N N i 31
0 g1 = o (%HQ1+%HFk LZ (,\._]9. S| |-
1

1k
Hp=1¢p+1p =1 J

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Genauso konnen wir die Eigenvektoren s; in dem bisher vernachlassigten
Fehler-Term loswerden:

L -
T S1j )
e g S
[ L:1 <)‘Z L 0] J

Dieses ergibt zusammen den folgenden

~ [—1
— i ( SljSlj ) _ Hp:]_ Cp—l—l,pXCH_]_:k(Ai)
Ai — 0 xc,, (M)

=1

Satz: Die Rekursion zwischen den Basisvektoren g1 und gi41 kann wie
folgt geschrieben werden (Eigenpaar — Polynom-Schreibweise’):

[—1
~H _ XCy, (M) ~H ~H u szl Cp+1,pXCz+1:k()‘i)
Vi dk4+1 — Sk v; q1 T Y () fi
1—[p=1 Cp+1,p =1 XCp\N
_ xc, (M) a1 + f: ( XCi 1.4 (Ai) ?77;Hfl>
= — . . : .
[p=1%+1p =1 \Ip=i41¢p+1p G411
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Multiplikation mit den rechten Eigenvektoren v; und Aufsummation ergibt
das folgende finale Resultat unserer ,,Rundreise*:

Satz: Die Rekursion der Basisvektoren eines perturbierten Krylov-Raum-
Verfahrens gehorchen folgender Regel (Matrix — Polynom-Schreibweise):

X, (A) k XCpyq.5(A) 7
9dk+1 — Sk q1 T Z 2 - :
Hp=1¢p+1p =1 \Ulp=i+1 p+1p C+1y

Anmerkung: Dieses Resultat gilt auch im Falle nicht-diagonalisierbarer
Matrizen A, C}..

Interpretation: Die perturbierten Verfahren lassen sich als additive Mixtur
mehrerer Instanzen desselben Verfahrens mit verschiedenen Startvektoren
interpretieren.

Eine Faustregel: Eine starke Abweichung tritt auf, wenn eines der Po-
lynome XCZ—I—l:k(A) ‘groB’ verglichen mit x¢, (A) wird.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Konklusion & Ausblick
Konklusion:

o Krylov-Verfahren lassen sich (bis zu einem gewissen Grad) einheitlich
behandeln.

o0 Die beobachteten Charakteristika lassen sich schon aus dieser generellen
Sichtweise erklaren.

o0 Die Vorgehensweise zur Fehleranalyse eines gegebenen Krylov-Raum-
Verfahrens |lalBt sich stark schematisieren.

Ausblick:

o Es fehlen (noch) angepaBte Termini zur Stabilitatsanalyse von Krylov-
Raum-Verfahren.

Technische Universitat Hamburg-Harburg
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Ein Bild. (Zum AbschluB.)

A = AT ¢ R100X100 " 7 falIseintrage in [0, 1]. Perron-Wurzel gut separiert.

s Floating point symmetric Lanczos. Example (5b) — non—negative matrix
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Verhalten vom symmetrischen Lanczos-Verfahren, Konvergenz gegen den
Eigenwert mit groBtem und zweitgroBtem Modulus.
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