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ま え が き

数値計算は，コンピュータがなかった時代の数値による計算の工夫から始まっ

て，フォン・ノイマンの流体計算を目指したプログラム方式の計算機の発想を

一つの始まりとする，現代のコンピュータを前提とする数値計算に至る長い歴

史がある。この中で，ノイマンやチューリングのような大家の指摘などによっ

て数値計算で得られた解の近くに真の解が存在することを示すのは多くの場合

難しいとの認識が形成され，このような事後誤差評価を実際に実行することな

しにコンピュータによる数値計算が行われることが，現代では日常化している。

しかし，非線形問題の解の存在など数学の問題を数値計算で証明する場合に

は，数値計算の誤差をさらに計算し，すべての数値計算誤差を明らかにして数

値解の近くに真の解が存在することを証明しなければならないことは明白であ

る。それ以外の場面であっても，計算が大規模化したり，安全性への要求が高

くなったりすることによって，数値解析の誤差を厳密に把握することが重要と

なる局面は，非常に多くなりつつある。編著者は数値計算の誤差を完全に把握

する数値計算（「精度保証付き数値計算」と呼ぶ）が非常に重要であると考え，

この分野で 30年近く研究を行ってきた。本書はその成果をもとに，現在におけ

る精度保証付き数値計算の基礎となる事項を体系的にまとめたものである。

精度保証付き数値計算の最も重要な点の一つは，数値解析の誤差を厳密に把

握する計算に要するコストと近似計算のコストをほぼ同程度になるようにバラ

ンスさせることであり，ここに数値解析の理論と現代コンピュータのアーキテ

クチャに関わる技術的な知見を総動員して研究する必要性が生じる。また，解

くべきは数学の問題であるので，数学の理論も必要となる。

本書は，コンピュータによる基本演算を議論することから始める（1章，2章）。

これを抽象的に始めることもできるが，現代の数値計算における基本演算の標
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ii ま え が き

準が浮動小数点演算であること，および技術的には IEEE 754規格が用いられ

ることが多いことから，それを前提として議論を開始する。ここで展開されて

いる議論は基礎であるが，他書にはない，最新の成果に基づく記述がなされて

いる。区間演算（1.2 節）も含め，基本演算の誤差を厳密に把握しようとするこ

とによって，基本演算に潜む数値計算の難しさや勘所が数理的に体系化されて

浮き彫りになる。続いて，3 章では数値計算全般で基礎となる数値線形代数の

問題の精度保証理論が展開される。ここでも，連立 1次方程式と固有値問題の

精度保証付き数値計算法の基礎が最新の成果を踏まえて記述されている。4 章

で取り扱う初等関数に対する精度保証法は多様な発展があるが，基礎的な記述

に留めている。5 章では，数値積分について，二重指数関数公式の厳密な誤差

公式を含む各種の誤差公式と精度保証の実例が示されている。6 章では，非線

形方程式に対する標準的な精度保証法が示されている。7 章では，常微分方程

式について，独自の有効な積分法が示され，標準的な手法との比較がなされる。

8 章では，偏微分方程式について，有界領域における楕円型作用素の固有値の

厳密な下限の精度保証付き数値計算法を含む，本分野の最新成果に基づく有限

要素法を用いた基礎理論が展開されている。9 章では，まず，線形計画問題の

精度保証法，計算幾何学問題の精度保証法が論じられる。そして，数学問題に

対する計算機援用証明の例として，3次元多様体の双曲性判定の問題への応用

が述べられる。続いて，GPGPUやスーパーコンピュータなどの HPC環境に

おける精度保証法の展開の仕方，およびMATLABや Octave上での精度保証

法ツールである INTLABの紹介がされる。INTLABには，本書の 6 章までに

示す多くのアルゴリズムが実装されている。

各章には章末問題が用意されている。解答例などについては，以下の本書の

サポートWebページに順次掲載する予定である。

http://www.oishi.info.waseda.ac.jp/vncbook

本書は編著者の研究グループと共同研究者によって執筆されている。それは

以下のとおりである。
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ま え が き iii
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本研究グループの形成にあたって，文科省科研費の特別推進研究や，三度にわ

たる JST CRESTの研究費をはじめとして，国から大きな支援をいただいてい

ることに感謝したい。本書の執筆も研究グループで行わなければ不可能であっ

たように，この支援が，ここまで研究を進展できたことの絶対的基盤になって

いる。1 章から 3 章までの執筆にあたっては，9.5 節担当のハンブルク工科大

学教授の Siegfried M. Rump氏から多くのコメントをいただいた。8 章の執筆
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たくさんのご指摘を頂戴するなど，たいへんお世話になった。カバーと挿絵に
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崎氏の編集幹事としてのご尽力に深く感謝する。最後に，出版にあたり，コロ

ナ社の温かいご配慮に感謝したい。

本書を恩師，堀内和夫先生に捧ぐ

2018年 4月

編著者　大石 進一
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本書で用いる表記一覧

• ⊂：部分集合

• ⊊：真部分集合

• N：自然数全体の集合

• Z：整数全体の集合

• R：実数全体の集合

• C：複素数全体の集合

• F：浮動小数点数全体の集合

• F∗：正負の無限大を含む浮動小数点数全体の集合

• IR：実区間全体の集合

• IR∗：無限区間を含む実区間全体の集合

• IC：複素円板領域全体の集合

• IF：浮動小数点区間全体の集合

• IF∗：無限区間を含む浮動小数点区間全体の集合

• O：零行列（要素がすべて 0の行列）

• I：単位行列

• u：単位相対丸め（IEEE 754 binary64では，u = 2−53）

• Fmax：浮動小数点数の最大値（binary64では，Fmax = 21024(1− 2−53)）

• Fmin：正規化浮動小数点数の正の最小値（binary64では，Fmin = 2−1022）

• Smin：浮動小数点数の正の最小値（binary64では，Smin = 2−1074）
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序 論

数値計算は，解析的に解くことが困難な問題を数値的に解く計算手法である

が，これは実数演算のような厳密な計算ではなく近似計算であり，計算途中で

さまざまな誤差が発生するため，最終的に得られた結果がどれくらい正しいか

は問題に依存する。数値計算によって得られた結果に対して，数学的に厳密な

誤差限界を与える手法が，精度保証付き数値計算である。

ここでは，いくつかの例を交えながら，精度保証付き数値計算の有用性や必

要性について述べる。

計算機援用証明

計算機を用いて数学的な定理を証明することを計算機援用証明（computer-

assisted proof）と呼ぶ。精度保証付き数値計算は，従来の数値計算に数学的な

厳密性を付加するものであり，計算機援用証明のための新しい強力なツールと

なりうる。以下は，実際に精度保証付き数値計算によって計算機援用証明に成

功した代表的な例である。

• ローレンツアトラクタの存在検証1)†（スメイルの第 14番目の問題）

• ケプラー予想（球充填問題）の肯定的解決2), 3)（約 400年間の未解決問題）

• Double Bubble予想の肯定的解決4)（100年間以上の未解決問題）

計算機を用いた証明については賛否両論があると思われるが，それを受け入れ

ることができるならば，解くことができる問題の幅が広がることは確かである。

区 間 演 算

連続した数の集合は閉区間によって表現できる。区間演算は，通常の実数演

算を区間による演算に置き換えたものである。すなわち，なんらかの計算を実

† 肩付き番号は章末の引用・参考文献を示す。
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2 序 論

数演算の代わりに区間演算で実行すると，得られた結果は必ず実数演算による

結果を含む区間となる。

アルキメデスが円に接する正多角形の挟み込みによって円周率 πを計算したこ

とは有名である。これは，直径 1の円に外接する正N角形の周の長さをPN，内接

する正N 角形の周の長さをQN とすると，QN < π < PN であり，同じ円に外接

する正 2N角形の周の長さはP2N =
2PNQN
PN +QN

，内接する正 2N角形の周の長さ

はQ2N =
√
P2NQN となる性質を利用する。この方法を採用して，さらに区間

演算を用いて πの範囲を特定することを考えてみよう†。直径 1の円に外接する

正六角形の周の長さは P6 = 2
√
3，内接する正六角形の周の長さはQ6 = 3であ

る。10進 6桁の有効桁数で計算することにすると，
√
3 ∈ [1.73205, 1.73206]より

P6 ∈ [3.46410, 3.46412]となり，π ∈ [Q6, P6] = [3, 3.46412]を得る。つぎに，

P12 =
2P6Q6

P6 +Q6
∈ [3.21537, 3.21541]，Q12 =

√
P12Q6 ∈ [3.10581, 3.10584]

より π ∈ [Q12, P12] = [3.10581, 3.21541]を得る。同様に作業を続けていくと，

π ∈ [Q96, P96] = [3.14076, 3.14313]を得る。よって，πの近似値として，3.14

までは正確であることが区間演算によって「証明」された。

残念ながら，実際には，実数演算を単純に区間演算で置き換えただけでは，意

味のある結果を得られないことが多いことがわかっている。例えば，連立 1次

方程式に対する区間ガウスの消去法は，その典型的な例である（3 章を参照）。

このような区間演算の振る舞いについて，丸め誤差解析で著名な J・H・ウィル

キンソンは以下のように述べている5)。� �
区間演算は役に立たないわけではないが，適用可能な状況に至るまでに深

刻な制限がある。一般に，代数的な計算に対して区間演算を有効な手段と

するためには，その使用をできる限り後回しにすることが最良である。� �
すなわち，通常の数値計算によって近似解を得た後に，区間演算によってその

近似解の精度を保証する，という考え方が重要である。本書では，この思想に

† もちろん，円周率の計算については，もっと効率の良い方式が知られている。ここで
は，手計算でも確認できる例として採用している。
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序 論 3

基づいた精度保証法を多く紹介する。

丸め誤差の影響

前述のように，浮動小数点演算は有限桁の計算であるため丸め誤差が発生す

る。実際にどのような影響があるか，いくつかの例を挙げる。

( 1 ) Rumpの例題 一般に，数値計算では演算精度が高いほど結果の精

度も高くなる傾向がある。そこで，「ある演算精度でなんらかの計算をして，つ

ぎにそれよりも高い演算精度で同じ計算をしたときに，双方の結果が近ければ，

ある程度は結果の正しさが確認できる」と考えるかもしれない。この経験則は，

確かに有効な場合もあるが，残念ながらつねに正しいわけではない。1980年代

に，S. M. Rumpはつぎのような例題を考案した6)。

f(x, y) = 333.75y6 + x2(11x2y2 − y6 − 121y4 − 2) + 5.5y8 +
x

2y

に，a = 77617，b = 33096を代入した f(a, b)の値を評価する。これを IBM

のメインフレーム S/370上で演算精度を変えて実行すると，以下のような結果

となった†1。

単精度（有効桁数：10進約 8桁）： f(a, b) ≈ 1.172603 · · ·

倍精度（有効桁数：10進約 17桁）： f(a, b) ≈ 1.1726039400531 · · ·

拡張精度（有効桁数：10進約 34桁）： f(a, b) ≈ 1.172603940053178 · · ·

この結果から，それぞれの精度において，一見，途中の桁までは正しい値が得

られているように思われるが，じつは真の値は f(a, b) = −0.827386 · · · であ

り，符号も合っていない間違った結果となっている†2。このように，経験則で

は対処できない問題もある。

†1 現代の IEEE 754 に従うコンピュータ上で試す場合は

(333.75− x2)y6 + x2(11x2y2 − 121y4 − 2) + 5.5y8 +
x

2y

のように計算手順の修正が必要である7)。
†2 絶対値の大きな数字同士で打ち消し合いが起こり，最終的に f(a, b) =

a

2b
−2 = −

54767

66192
となる。
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この問題に対して倍精度の区間演算を用いると，[−5.91, 4.73]× 1021という

結果を得る。これは，非常に区間幅が大きいため，あまり意味のある結果では

ないが，少なくとも真の値を含んでいる。つまり，「区間演算は間違った答えを

けっして出さない」ということが重要である。また，このように区間幅が大き

い結果を得たことによって，深刻な丸め誤差が発生していることに気づくこと

ができる。

( 2 ) 2元連立 1次方程式 連立 1次方程式 Ax = bの近似解を x̂とする

と，その残差は r := b−Ax̂と定義される。もしAが正則で r = 0であれば，x̂

は真の解であるが，例えば，rの要素の大きさが（相対的に）小さければ，x̂の

精度が良いといえるであろうか。そこで，以下のような例題8)を考えてみよう。

A =

 64919121 159018721

41869520.5 102558961

 , b =

1

0


このとき，Aは正則で真の解は

x = A−1b =

205117922

−83739041


である。これに対して，IEEE 754の倍精度浮動小数点演算を用いてガウスの

消去法で解を計算すると

x̂ =

 106018308.007133

−43281793.0017831


のように 1桁も合っていない結果が得られる†1。ところが，この x̂に対して残

差 r を倍精度演算を用いて計算すると，残差の近似は r̂ = (0, 0)T となり，一

見 x̂は正しい解のように見えてしまう†2。すなわち，残差の計算からでは解が

正しいかどうかを判定することができないことがわかる。

†1 演算の順序によっては計算結果が異なる場合がある。
†2 真の残差は r = (0.616 · · · , 0.085 · · · )T である。
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この問題に対して倍精度の区間演算を用いてガウスの消去法で解を計算する

と，−∞ < xi < ∞（i = 1, 2）という区間としては無意味な結果が得られる。

これは問題の方程式が解きづらいことを示唆している。

以上の例は，人工的に作成したものではあるが，少なくとも実際に起こりう

るわけである。IEEE 754–1985浮動小数点演算規格の制定に尽力したW・M・

カハンは，以下のように述べている9)。� �
浮動小数点演算によって得られた結果と真値に大きな差が生じることは非

常に稀であり，つねに心配するにはあまりにも稀であるが，だからといっ

て無視できるほど稀なわけではない。� �
これは，じつに言い得て妙である。そして，絶対に間違ってはいけないような

計算をする場合，丸め誤差を無視してはいけない。

また，精度保証付き数値計算では，丸め誤差だけでなく打ち切り誤差や離散

化誤差も考慮に入れて計算する必要がある。

打ち切り誤差

例えば，sinxのテイラー展開

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+R2n+1(x) (1)

R2n+1(x) = (−1)n+1 cos ξx

(2n+ 1)!
x2n+1 (0 < ξ < 1)

を用いて，sin
π

6
の値を計算することを考えよう。式 (1)の右辺を第 5項まで

で打ち切り（n = 5），剰余項 R11(x)を無視して

S(x) := x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+
x9

9!

とする。x =
π

6
として S

(π
6

)
を倍精度浮動小数点演算による区間演算で丸め

誤差を考慮しながら計算すると（
π

6
も倍精度浮動小数点数では厳密には表現で

きないため，これを含む区間として xに代入する）

S
(π
6

)
∈ [0.50000000002027, 0.50000000002029]
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