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Abstract

Following “Computer-Assisted Proofs I”, we will continue to discuss

the possibility to ‘prove’ mathematical theorems with the aid of

digital computers and present different methods to approach this

goal.
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3 計算機代数学か自己検証的算法か
計算機代数学的方法の主目的の 1つは，適切なだけでなく厳密な答えを与え
ることにある．例として，計算を代数的数体上で行うことはよくあることであ
る [11]．たとえば 3

√
17 − 5

√
5 は数百桁の精度で何らかの数値計算による近似に

よって計算するのではなく，有理数体の適切な代数的拡張の元として計算する．
そこにおける演算は「厳密」である．これは，いわゆる決定アルゴリズムの開
発を可能にする．決定アルゴリズムとは，イエス・ノーを判定すべき問題に対
して，入力データの長さに応じて決まる有限の時間内で確実に答を出すアルゴ
リズムのことである．
『計算機援用証明 I』において，すでにそのような決定アルゴリズムの例 (Risch

による有限の項での積分)について言及した．他に計算機代数アルゴリズムの
威力を示す有名でよく知られた例は，Quantifier Elimination [6, 36]やGröbner

基底である．与えられた多変数連立代数方程式に対して，これらが解けるかど
うか，そして根の個数と各根の存在する区間を判定することができる．ここで
重要なことは，構成的で高速なアルゴリズム [3, 4]の開発であった．
計算機代数学的方法では，一般にすべての計算を厳密に行う．ただし，誤差範
囲を求めれば十分な場合には，それで済ませることもある．その場合には，誤
差範囲が広すぎたりまったく求まらない場合に備えて，厳密な計算を用いる別
の方法を用意しておくのが一般的である．
厳密な計算にはそれなりの計算時間が必要になる．一方，自己検証的算法 (self-

validating method)は計算を浮動小数点演算で行うため高速である．この高速
さには「答えが出ない」というリスクは伴うが，「誤った答えが出る」という意
味で失敗することは決してない．
これは，自己検証的算法を問題が適切 (well-posed)な場合にしか適用できな
い理由でもある．たとえば，行列が正則であることを検証することはできるが，
それが特異なことを検証することは一般にできない．入力データの任意に小さ
い変化に対して問題に対する答えが変わるなら問題は不適切 (ill-posed)であり，
最もわずかな丸め誤差で答えが変わるおそれがある．しかし，自己検証的算法
は「意図して浮動小数点演算を使う」ので，そのような問題は適用の対象外で
ある．
同様に，自己検証的算法により多重固有値の包含 [29]，あるいは多項式の多
重根の包含 [32]を計算することができる．しかし，固有値または根が「本当に
重複しているかどうか」，すなわち重複度が 1より大きいかどうかを確かめるこ
とはできない．多重根の誤差範囲を定めるのは適切問題であるのに対して，重
複度が 1より大きいかどうかを判定するのは不適切問題なのである．このよう
に自己検証的算法の高速さは，ひとつには浮動小数点演算の (丸めによる)不正
確さと引き換えに実現されていると言ってもよいだろう．
自己検証的算法のひとつの例として，与えられた実行列 A の正則性の検証に
ついては『計算機援用証明 I』ですでに述べた．これは，R を前処理行列とす
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ると，任意の要素がすべて非負である実ベクトル x に対して

|I − RA|x < x (4)

は R と A が正則であることを意味するというものである．このように「電子
計算機を援用して数学の定理の仮定を検証すること」が，自己検証的算法の主
な使用方法である．
これは，行列の正則性という単純な例ではあるが，主張の正当性を意味する．
明らかに，式 (4)を検証するために必要なことは，算術演算についての真の誤
差限界が計算可能なことだけである．そして，有向丸めの使用はひとつの可能
な手段であり，計算機代数学的方法による正確な演算の使用はまた別の選択肢
であろう．他に広く使われている手段は区間演算である．区間演算は簡潔な定
式化と実装という利点を提供する．しかしながら，区間演算は最良の方法であ
るというわけではない．次章でその理由について述べる．

4 区間演算
数の集合を表現するとき，たとえば閉区間を利用できる．それは，1958年に
発表された Sunagaの論文 [34]においてすでに記述されている (非常に包括的な
論文であるにもかかわらず，それほど良く認知されていない)．当面は，計算機
上での丸め誤差と表現を無視し，通常どおり実数区間の集合 IIIR を

A ∈ IIIR :⇔ A ̸= ∅ 及び A = [a, a] = {x ∈ IR : a ≤ x ≤ a}

によって定めよう．縮退した a = a という場合では，区間 [a, a] はひとつの実
数 a = a = a を表し，a と同一視できる．これはいわゆる点区間 [a, a] を用い
た IR の IIIR への自然な埋め込みである．区間演算 ◦ ∈ {+,−, ·, /} は次のよう
に，区間オペランドの要素間におけるすべての可能な演算の結果を含む最小の
区間となるように定義できる: A,B ∈ IIIR に対して

A ◦ B :=
∩

{C ∈ IIIR : すべての a ∈ A, b ∈ B に対して a ◦ b ∈ C} (5)

ただし，除算では 0 /∈ B とする．A = [a, a] 及び B = [b, b] に対し

A + B = [a + b, a + b]

A − B = [a − b, a − b]
(6)

は明らかである．区間の特徴はその直径 d(A) = d([a, a]) = a− a によって評価
することができる．上式より

d(A + B) = d(A − B) = d(A) + d(B) (7)

となる．つまり，2つの区間の和及び「差」の直径は，2つの区間の直径の和に
等しい．後者は過大評価の典型的な例である．
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同様に，乗算と除算の取りうる値の範囲は，オペランドが完全に正であるか，
負であるか，あるいは零を含むかに依存するいくつかに場合分けによって決定
することができる．区間ベクトルは [x1, x1]

...

[xn, xn]

 ∈ (IIIR)n あるいは [x, x] ∈ IIIRn

によって同等に定義できる．ここで，[x, x] ∈ IIIRn ではベクトルを要素ごとの比
較で並べると約束する．また，行列についても同じように考えると，通常の定義
でのあらゆる演算を対応する区間演算に置き換えるだけで，ベクトルやスカラ
の間の演算も定義できる．たとえば，区間の量 X,Y ∈ IIIRn 及び A ∈ IIIRn×n

に対し，Y = AX は

Y := AX, Yi :=
n∑

i=1

AiνXν (1 ≤ i ≤ n) (8)

によって定義される．ここで，加算と乗算は対応する (スカラの)区間演算であ
る．この定義は式 (5)に対応している．明らかに

すべての Ã ∈ A, x̃ ∈ X に対して Ãx̃ ∈ Y

である．これは重要な原則，すなわち以下のように定義される包含同調性 (in-

clusion isotonicity)の具体例の一つである．

包含同調性 (Inclusion isotonicity)¶ ³
ã ∈ A, b̃ ∈ B に対して ã ◦ b̃ が定義されているようなすべての区間量 A,B

及びすべての演算 ◦ ∈ {+,−, ·, /} について

すべての ã ∈ A, b̃ ∈ B に対して ã ◦ b̃ ∈ A ◦ B (9)

が成り立つ．µ ´
よくある区間演算の落とし穴を紹介しよう．A ∈ IRn×n，b ∈ IRn 及び X ∈

IIIRn が与えられたとき，A−1b ∈ X を検証するために b ∈ AX を調べる．この
論理は実は正しくない．なぜなら

∀x ∈ X : Ax ∈ AX

であるが，必ずしも

y ∈ AX ⇒ ∃ x ∈ X : y = Ax

ではないからである．
これらの区間演算の基礎は幾度となく述べられてきたので，興味のある読者
は文献 [1, 21, 31]や，より詳細についてはそれらに引用されている文献を参照
してほしい．
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複素区間演算も同様に定義できることについて簡単に触れておこう．この場
合，関数論的な理由のため，円板，すなわち中心・半径を用いた演算のほうがよ
り適していることが多い (ただし，矩形演算も使う)．a ∈ C, 0 ≤ r ∈ IR に対し

〈a, r〉 := {z ∈ C : |a − z| ≤ r} (10)

と定義する．そのとき，包含同調性を満たす区間演算は，たとえば文献 [10]の
中で

〈a, r〉 · 〈b, s〉 := 〈ab, |a|s + r|b| + rs〉 (11)

と定義されている．これに対応する複素区間ベクトル・行列演算も式 (8)と同
様に定義される．

5 有向丸め
ここまでは，区間の上限・下限が実数で，演算が正確に実行される場合の定
義を紹介してきた．浮動小数点演算の結果は一般に浮動小数点数ではないので，
電子計算機上での実装には特別な注意を払わなければならない．この問題は，有
向丸めを使うことによって解決できる．まず，両端を浮動小数点数とする区間
の集合 IIIF が

A ∈ IIIF :⇔ A ̸= ∅ 及び a, a ∈ IF に対しA = [a, a] = {x ∈ IR : a ≤ x ≤ a}

によって定義されることを思い出してみよう．ここで，2つの浮動小数点数によ
る境界 a と a により，それらの間にあるすべての実数の無限集合が表現されて
いることに注意する．a = a と縮退した場合にはこれはひとつの浮動小数点数
を表す．つまり任意の浮動小数点数は点区間で表現することが可能であり，言
い換えれば，IF ⊆ IIIF と自然な埋め込みが可能である．両端が浮動小数点数で
あるような区間を用いて計算するとき，包含同調性 (9)を維持するために下限
は下向き丸めで計算し上限は上向き丸めで計算するということを除いて，上記
と同じ定義が使用できる．たとえば，式 (6)は

[a, a] + [b, b] = [fl∇(a + b), fl∆(a + b)]

及び
[a, a] − [b, b] = [fl∇(a − b), fl∆(a − b)]

で置き換えられる．その他の演算の定義も同じ方針に従う．たとえば，Y = AX

の定義は変わらず，区間演算における和や積が浮動小数点数の両端を用いて実
行され，それらの演算が有向丸めを伴って遂行されるだけである．1993年まで
は，すべての区間演算ライブラリは区間行列や区間ベクトルの演算にこの定義
を用いていた．
しかしながら，このアプローチは現在の計算機上ではとても低速である．昔
は，性能は主に乗算回数で決まっていたのに対し，今日ではデータの配置，キャッ
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表 1: 次元数 1000の行列乗算に対する異なる方式ごとの性能比較

kji jik BLAS

計算時間 (秒) 12.3 1.1 0.68

表 2: 点行列と区間行列の乗算に対するアルゴリズムの性能比較, n = 1000

伝統的な区間演算 PROFIL 新方式 近似計算 (BLAS)

計算時間 (秒) 47.6 8.8 1.3 0.68

シュミス，分岐などが非常に強く計算時間に影響を与える．例として，表 1は 2

つの 1000 × 1000 行列の乗算 (近似計算)に対する標準的なPCでの性能評価で
あり，計算のループ順を kji にした場合, jik にした場合，及びレベル 3 BLAS

[7]を用いた場合のそれぞれの計算時間 (秒)を表す．レベル 3 BLASの速度は最
適化されたメモリアクセスとブロック化によるものである．
同様にして，区間演算の定義を変えることで性能を向上させられる．この方
向の第一段階は，PROFILライブラリ [17]である．現在，区間演算の実装で最も
高速なものは文献 [27]に載っている方法を使うことである．これはBLASルー
チンを最大限に活用し，分岐もなく，とても少ない回数の丸めモードの変更し
か必要としないものであり，中心・半径を用いた演算を利用する．それには，下
端・上端型から中心・半径型への変換やその逆のために，Oishiによる巧妙な方
法 [25]が用いられている．サイズが 1000 × 1000 の点行列と区間行列の乗算に
ついて，式 (8)に基づく区間演算の伝統的な方式，PROFIL及び文献 [27]の新
方式による性能 (単位は秒)をそれぞれ表 2に載せる．比較のために，要素が浮
動小数点数の行列同士の乗算 (近似計算)に対してレベル 3 BLASを用いたとき
に要した時間も再度載せる．
話を先に進める前に，それらすべての区間演算が多くのソフトウェアパッケー
ジにおいて実装されていることについて述べておく．最も使いやすいのは INT-

LAB [28](Matlabの区間演算ツールボックスとしての最近の実装)であり，INT-

LABでは新しい定義 [27]が実装されている．文献 [12]が INTLABの良い入門
やチュートリアルとなる．INTLABは，組み込みの intvalと呼ばれる新しい
データ型を持ち，演算子多重定義によって intval量と何か他のもの (たとえば，
実数や複素数，あるいは実区間や複素区間)との間のあらゆる演算は区間演算と
して認識され，有向丸めを用いて実行される．たとえば，行列の正則性を確か
める上記のアルゴリズムの INTLABの実装 (すなわち実行コード)は，次のよ
うになるだろう．

プログラム 1 A の正則性 (|I − RA|x < x)を調べる INTLABプログラム:

R = inv(A);
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C = abss(eye(n)-R*intval(A));

x = ones(n,1);

setround(+1)

nonsingular = all( C*x < x )

与えられた次元数 n の正方行列 A に対し，まず浮動小数点演算を単純に用い
て近似逆行列 R を計算する．その後，型キャスト intval(A)によって行列 A

が区間行列に変換されるので，区間演算で乗算 R*intval(A)が実行される．結
果は intval型となり，そのため減算 eye(n)-R*intval(A)も区間演算の減算
となる．関数 abssは，区間行列 X に対して

abss(X) := max{|X̃| : X̃ ∈ X}

で定義される．ただし，max は要素毎に解釈される．これは

|I − RA| ≤ C

を導く．ベクトル xは要素がすべて1のベクトルとして定義され，setround(+1)
は丸めモードを上向きに変更する．これは，非負の量 C と x の乗算 C*xが真
の値 (|I − RA|x)の上限であることを意味する．正則性の判定がその後に続く．
nonsingular=1という評価は A が正則であることを証明するのに対して，

nonsingular=0はアルゴリズムが正則性の証明に失敗したことを意味すること
に注意しよう．間違った答えを与えるのではなく，答えは「わからない」と解
釈される．だから，この自己検証的算法は (非常に悪条件な行列に対して)正則
性の証明に失敗するかもしれないが，決して間違った答えは与えない．対照的
に，計算機代数アルゴリズムは多数桁演算すなわち無限精度で計算したとき常
に正則か特異かを判定する．
この段階で，点データに対して作られた多くの自己検証的算法は，区間デー
タに対応するものに変換できることを注意しておく．上記の事例で区間行列
A ∈ IIIFn×nが与えられたとする．それは，区間エントリの範囲内にあるすべて
の実行列 Ã の集合を表す．問題は，A の範囲内にあるあらゆる行列 Ã が正則
かどうかということである．以下のアルゴリズムを考えてみよう．

プログラム 2 区間行列の正則性を調べる INTLABアルゴリズム

R = inv(mid(A));

C = abss(eye(n)-R*intval(A));

x = ones(n,1);

setround(+1)

nonsingular = all( C*x < x )

プログラム 1との違いは最初の行だけである．ここで，mid(A)は A の中心行
列を意味する．nonsingular=1という結果により，あらゆる行列 Ã ∈ A が正
則であることを証明している．この「証明」はとても簡潔であり，自己検証的
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算法に特有のものである．Ã ∈ A を固定されているが任意の (実)行列とする．
そのとき，包含同調性の基本原理 (9)から

I − RÃ ∈ I − RA したがって |I − RÃ| ≤ C

となりその結果，主張は正しいことがわかる．要点は，入力データから任意に
データを取り出して固定し，包含同調性を適用することである．区間データに
とって真であることは，区間データから取り出したあらゆる点データにとって
も真である．
区間行列の正則性の証明は自明ではないことについて述べておく．実際，これ
はNP困難問題である (文献 [26]を参照)．また，今回の実装は ∥I −RA∥∞ < 1

を調べていることに他ならないことも指摘しておく (それはもちろん R と A の
正則性を意味するのだが)．ベクトル x=ones(n,1)で正則性を証明できなけれ
ば，xを C*xによって更新することにより xを反復計算してもよい．これは C

の Perronベクトルを近似する，べき乗法である．

6 自己検証的算法
これまでの議論は，単純かつ強力な原理，すなわち「算術演算が対応する区間
演算と入れ替わったなら，必ず真の結果は得られた区間の要素になる」ことに
従った．この手法は多くの数値計算アルゴリズム (たとえば線形方程式 Ax = b

に対するGauss消去法)に適用されうる．線形方程式 Ax = b の例でいうと，実
行後，必ず真の解は計算された区間に含まれる．
この手法は「素朴な区間演算 (naive interval arithmetic)」とも呼ばれ，区間
演算の最もよくある誤用例である．一般的な応用に対して，このアプローチは
ほとんど確実に失敗する．その主張，すなわち，最終的な区間の結果が線形方
程式の正確な解を含むというのは正しい．しかしながら，このアプローチでは，
ピボット要素にゼロを含んでしまい，早々に計算が破綻することがあるし，そ
うでなくても広すぎる区間解が得られたりする．理由は，区間の依存性である．
本論文では，スペースの都合により自己検証的算法について詳しく述べるこ
とができない．興味のある読者は文献 [1, 31, 33]を参照されたい．ただし，少
なくともいくつかの重要な原理を述べ，それに基づいて上の方法がなぜ誤用な
のかを強調しておきたい．
例題として，行列式の包含を計算することを取り上げる．行列式の近似を計
算する「何よりも良い方法」(文献 [14], 式 (14.34))は，LU分解から U の対角成
分の積を用いることである．これは素朴な区間演算でも実行できる．一方，こ
れに対する自己検証的算法は，以下の実行可能な INTLABプログラムによって
記述される．

[L U P] = lu(A);

Linv = inv(L);
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Uinv = inv(U);

B = Linv*intval(P*A)*Uinv;

M = mid(diag(B));

G = midrad(M,abss(sum(B-diag(M),2)));

d = prod(G)/prod(intval(diag(Uinv)))/det(P)

ここで，Linvと Uinvは Aの近似 LU分解要素のそれぞれの近似逆行列であり，
前処理行列として働く．Bは Linv*P*A*Uinvの包含であるので，Bの行列式は
+/-det(A)*prod(diag(Uinv))を包み込み，符号は置換行列 Pに依存する．そ
の次の 2つのステートメントは BのGershgorin円の包含を計算するが，その積
は Linv*P*A*Uinvの固有値の積の包含であり，その結果，行列式の包含と等し
くなる．最終行は Aの行列式の包含を計算する．ここで，区間演算は 4,6,7行目
だけに現れることに注意しよう．前処理行列 Linvと Uinvは要素が浮動小数点
数の行列であり，行列 B(そのGershgorin円が計算される)は単位行列に近い．
要点は

• 可能なところでは元のデータを使うこと

• 可能なところでは浮動小数点演算と近似値を使うこと

• 起こりうる過大評価が最小になるようなアルゴリズムを設計すること

である．図 1は，次元数が 10から 500の問題に対して行列式の計算の包含を求
めるとき，素朴区間Gauss消去法による結果 (“×”で表示)及び上記のアルゴリ
ズム (すなわち，前処理行列を適用した Gershgorin円によるもの)による結果
(“◦”で表示)について，その精度を相対誤差として表す．すべての行列は，要
素が [−1, 1] の範囲の一様乱数であるように生成された乱数行列である．たとえ
ば，次元数 500の行列の行列式は，我々のアルゴリズムでは倍精度計算でおよ
そ 8桁まで正しく求められる．素朴な区間演算によるアプローチでは 60より大
きな次元数の行列を取り扱うことができない．これはピボット要素がゼロを含
む区間値となるからである．ここで，これは悪条件の行列の問題ではなく (こ
の例で扱ったすべての行列の条件数は，最大でも 5 × 103 より小さい)，「単に」
データ依存の問題であることに注意しよう．
ここで得られた教訓は，数値計算に対してうまくいくことが必ずしも区間演
算によるアプローチに対して良策ではない，ということである．我々は与えら
れた問題に対して個別の方法を開発する必要がある．標準の数値解法は手助け
になるが，通常はさらにいくつかの工夫が必要である．上記の話は，そのひと
つの典型的な例である．
区間演算による方法は，「どのような」数値問題を解く場合でも，素朴な区間
演算を用いる容易でエレガントな方法として支持されたことがあった．公平な
比較のためには，60年代は計算機とプログラミング言語が黎明期であったこと
をここで言わなくてはならない．今日，我々が当たり前のように持っている道
具と比べれば，これはスポーツカーに対する馬車のようなものである．特に，
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図 1: 素朴な区間演算によるアルゴリズムと自己検証的算法の比較

Matlabのように強力な対話式の数値計算プログラミング環境が広く利用できた
わけではなかった．そのため，我々が現在たやすく当たり前のように行ってい
る数値実験は，当時は簡単ではなかったわけである．
だから，他の人がある主張を確かめようとすることができるまで，かなりの
時間がかかったのも不思議ではない．それに加えて，区間演算がほとんど利用
できなかったということも妨げとなった．そして，計算機はまだ低速であった
(文献 [14]の表 9.2を参照)．
だが，その後，人々はたとえば素朴な区間Gauss消去法のような標準的な例
を試し，その結果，相当な過大評価があると認めなければならなかった．実際，
一般的な場合についても指数関数的な過大評価は珍しくないばかりでなく典型
的であった．その結果，区間演算推進者たちが自ら評判を落とす結果になって
しまったのはやむを得ないことであり，これが今もなお区間解析の評価が分か
れることの理由である．
素朴な区間演算は自動化された前進誤差解析とみなすこともできる．すなわ
ち，個々の操作について最悪の場合を見積もる．Gauss消去法に対しては，こ
れがGoldstineと von Neumannの有名な論文 [23]ですでになされている．結果
はとても悲観的なものであった—素朴な区間演算の結果のように．この論文が
もとで，しばらくの間，丸め誤差の蓄積のために，より大きな線形方程式では
電子計算機上で信頼性のある解が得られないという結論にさえ至っていた．こ
こで，「大きな」というのは次元数が 10程度を意味した — たとえば，1949年に
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10 × 10 の線形方程式が IBM 602上で 4時間かけて解くことに成功した [38]．
この種の自動化された前進誤差解析，すなわち素朴区間解析は個々の操作に
ついて最悪の場合の誤差を見積もり，すべての操作を独立したものとして扱う．
しかし，丸め誤差は独立したものではなく，また決してランダムに分布するわ
けでもない (Kahanの文献 [16]を参照)．
区間解析はその後発達し，そして素朴な区間演算のアプローチの時代は久し
く終わっている．過大評価はあるものの，素朴な区間演算の評価は領域上で関
数の値域を見積もるための非常に強力なツールを提供する．そして，この評価
は有効で厳密であり，関数の挙動についてのいかなる知識がなくても単純な方
法で得られる．これは注目すべき特徴である．たとえば，実行可能な INTLAB

のステートメント

f=inline(’x*cos(x^2)-tanh(x-asin(x/5))’), X=infsup(-1,3), f(X) (12)

は解
intval ans = [ -3.9967, 3.9280]

を与え，これは与えられた関数 f の値域は表示された範囲内にあることを証明
する．このステートメントは INTLAB [30]で実装された厳密な (区間)標準関数
と厳密な入出力 [28]に基づく．真の値域はおよそ [−3.7156, 1.5509] である．(多
変数の)関数の値域に対する厳密な囲い込みは，特に大域的最適化で非常に有用
となりうる．

7 おわりに
本論文ではスペースの都合上，自己検証的算法について詳しく述べることが
できなかった．興味のある読者には文献 [1, 31, 33]やそこで引用されている文
献を参照してほしい．特に，例と応用について話すことができなかった．自己
検証的算法は多くの未知数を持つ大規模問題，特に計算機援用証明に関連した
問題に適用されている．それらの例として

• Lorenzアトラクタの存在検証 [37]

• カオスの存在検証 [22]

• double-bubble予想 [13]

• Blasius分析を用いたOrr-Sommerfeld方程式に対する不安定性の検証 [18]

• Jouanolou葉層の力学 [5]

• Feigenbaum定数の検証された包み込み [8]

• Sturm-Liouville問題の本質的スペクトル以下の固有値の存在 [2]

12



• タービンの固有振動数 (Kulischほか)

• 回路解析のための SPICEプログラム (Rump, 未発表)

• Constance湖中の極端な流れ (Rump, 未発表)

• 森林計画 [15]

などがある．これらのいくつかについては，文献 [9]により詳細に述べられてい
る．大域的最適化，区域内の非線形方程式の「すべての」ゼロ点，スパースな
線形・非線形問題，初期値問題・境界値問題，偏微分方程式などの数値計算的な
数学の様々な分野に対する自己検証的算法の文献リストについて，興味のある
読者は文献 [33]を参照してほしい．これまでに，多くの日本の研究者が自己検
証的算法について研究を行い，成功している (たとえば，[19, 20, 24, 35, 39]を
参照)．最先端では，全体で従来の数値計算アルゴリズムと「同じ」計算時間で
済むような自己検証的算法を設計するために非常に面白い研究が始まった．こ
れらは，Oishi [25]やその他の研究者によるものである．
我々は「証明とは何か？」という問いと共に出発した．以前言及したように，
それに対する答えを与えるつもりではなかった (またそれはできなかった)．し
かし，自己検証的算法 (これは浮動小数点演算で実行されるのだが)を使うこと
が数学的な主張の正当性を検証するための重要な方法とみなすことができると
いう，いくらかの見解を加えたことを願う．自己検証的算法は決して数学的な
証明を置き換えることを意図するものではないが，適切な方法で道具を使用す
るとき，それは助けになるかもしれない．
最後に，自己検証的算法は従来の数値解法を置き換えるために設計されてい
るわけでもないことを強調したい．この事実は，1) ほとんどの自己検証的算法
は検証を始めるために数値計算による良い近似を頼っていること，2) 正反対に，
区間演算は浮動小数点演算の結果を包含しなければならないことから，非常に
明白である．これは，連立非線形方程式または偏微分方程式のような数値計算
問題の直接解に適用される．しかし，自己検証的算法はさらに多くのことを行
う．それは，求めた範囲における解の存在と，可能であれば一意性を確かめる
ことである．これは，従来の数値計算アルゴリズムの範囲を越えたものである．
その他の応用範囲は大域的最適化法である．関数の値域の包含 (式 (12)にあ
るような素朴な区間演算よりも非常に洗練されたものだが)が，ある区域には大
域的な最小値が含まれないことを証明することによって，その区域を捨て去る
ために用いられる．これは，近年のとても興味深い結果と共に非常に有望な分
野である．

Matlabのツールボックスである INTLABは，自己検証的算法に精通し問題
を解くためのやさしい手段である．それは，非商用利用であれば我々のホーム
ページ †1から自由に入手可能である．INTLABの非常に良いチュートリアルは
文献 [12]である．あらゆるルーチンは，入出力及びルーチンのふるまいを説明

†1http://www.ti3.tu-harburg.de/˜rump/intlab/
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するヘッダと共にともに手に入る．現在までに，推定で 40以上の国に 3500人
のユーザがいる．
最後に，自己検証的算法は結果の正当性を (必要に応じて)確かめるための一
つの選択肢であることを述べておきたい．その意味で，自己検証的算法に関す
る研究は計算数学の分野に属していると言える．
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図 1: 素朴な区間演算によるアルゴリズムと自己検証的算法の比較
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表 1: 次元数 1000の行列乗算に対する異なる方式ごとの性能比較

kji jik BLAS

計算時間 (秒) 12.3 1.1 0.68
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表 2: 点行列と区間行列の乗算に対するアルゴリズムの性能比較, n = 1000

伝統的な区間演算 PROFIL 新方式 近似計算 (BLAS)

計算時間 (秒) 47.6 8.8 1.3 0.68
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