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Einleitung

Rechenanlagen sind urspriinglich einmal fiir umfangreiche Berechnungen im
technisch-wissenschaftlichen Bereich entwickelt und erfunden worden. Heute
ist eine Rechenanlage eine Universalmaschine. D.h. sie wird in den verschie-
densten Wissensgebieten eingesetzt, wie beispielsweise im Bankwesen, in
Spielautomaten, als Platzbuchungssystem, zur Verkehrskontrolle, bei der
medizinischen Diagnose, zur Sprachiibersetzung oder zur Inventariliberwachung.
Wegen dieser vielfdltigen Anwendungen libersieht man hdufig die zentrale Rol-
le, die der Rechner beim technisch-wissenschaftlichen Rechnen auch heute
noch immer spielt.

Berechnungen spielen sich in Rechenanlagen in zwei unterschiedlichen Zahl-
systemen ab. Das eine besteht aus einer beschrédnkten Teilmenge der ganzen
Zahlen, das andere sind die sogenannten Gleitkommazahlen. Fiir Anwendungen
im Bereich des nichtnumerischen Rechnens, von den im ersten Abschnitt einige
genannt wurden, benttigt man ausschlieBlich das System der ganzen Zahlen.

Solange der Bereich der darstellbaren ganzen Zahlen nicht iberschritten wird,

verlaufen Rechnungen in diesem Zahlbereich aus mathematischer Sicht - so-
lange der Rechner technisch intakt ist - fehlerfrei. Wegen der groBen Zahl
derartiger Anwendungen wird der Rechner heute vielfach filir ein perfektes
mathematisches Werkzeug gehalten. Was der Rechner liefert, so glaubt man,
ist korrekt wie ein mathematisch bewiesener Satz.

Fir den Bereich des technisch-wissenschaftlichen Rechnens trifft dies leider
nicht zu. Diesen Bereich wollen wir hier ndher betrachten. Gleitkommazahlen
und Gleitkommaoperationen konnen die reellen Zahlen und deren Verkniipfungen
nur approximieren. Ein Hauptdrgernis besteht hier in der Tatsache, daP der
Rechenfehler nur miihsam und hdufig gar nicht beherrschbar ist. Man wird hier
mit einer scheinbar paradoxen Situation konfrontiert. Viele Rechenanlagen
fiihren die Gleitkommaoperationen heute mit maximaler Genauigkeit aus. D.h.
das Ergebnis einer solchen Verkniipfung ist die dem korrekten Verkniipfungser-
gebnis im Sinne der reellen Zahlen nachst gelegene Gleitkommazahl. Nichts-
destoweniger kann das Ergebnis einer Rechnung, welche aus mehreren Ver-
kniipfungen zusammengesetzt ist, auch nach nur wenigen Operationen bereits
vo11ig falsch sein. Die Berechnung der folgenden Summe moge dies illustrie-
ren:
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0 4 511 - 100 + 1035 _ 812 - 10%% = 301 .

10
Praktisch alle auf dem Markt befindlichen Rechenanlagen liefern bei der Be
rechnung der Summe in der angegebenen Reihenfolge das falsche Ergebnis Nul
da die Ublichen Gleitkommaformate den groBen Zahlbereich der auftretenden
Summanden nicht erfassen kinnen,

Die ersten Universalrechner im heutigen Sinne sind Anfang der fiinfziger Ja
re auf den Markt gekommen. Die damit verbundene enorme Steigerung der Mag-
Tichkeit Rechenoperationen auszufiihren, der Eintritt ins Computerzeitalter
wurde als eine Art Revolution empfunden. Was war geschehen? Zur Zeit der
elektromechanischen Tischrechner galt die Faustregel, daB eine geiibte Per-
son in der Lage ist, einigermaBen zuverldssig 1000 Rechenoperationen pro T
auszufiihren. Dies sind grdBenordnungsmiRig etwa 0.1 = 10_1 Rechenoperation
in der Sekunde. Die ersten elektronischen Rechenanlagen Anfang der fiinfzig
Jahre waren demgegeniiber in der Lage, groRenordnungsmiBig 100 = 102 Gleit-
kommaoperationen in der Sekunde auszufiihren. Dies bedeutete eine gigantisc
Geschwindigkeitssteigerung um den Faktor 1000 (=103) gegeniiber ihren unmit
telbaren elektromechanischen Vorgidngern.

Seit dieser Zeit hat sich eine stille, aber noch viel griéBere Computerrevo
Tution vollzogen. Die schnellsten heute existierenden Rechner sind in der
Lage, groRenordnungsmaBig 1 Milliarde = 109 Gleitkommaoperationen in der S
kunde auszufiihren. Dies ist noch einmal eine Geschwindigkeitssteigerung unm
den Faktor 107 gegeniiber den elektronischen Rechenanlagen der friihen fiinf-
ziger Jahre. Daraus mu® man den SchluB ziehen, daB die eigentliche Compute
revolution nach Aufkommen der ersten elektronischen Rechenanlagen stattge-
funden hat. Die nochmalige Geschwindigkeitssteigerung um den Faktor 107 b
deutet nicht nur einen quantitativen, sondern auch einen qualitativen Spru

Es st schwierig, die enorme Rechenleistung einer Grofrechenanlage unserer
Tage zu erfassen. Sie sei daher an einem Beispiel illustriert. Auf der Erd
leben heute ca. 5 x 10° (= 5 Milliarden) Menschen. Wenn wir jedes menschli:
che Wesen (Mdnner, Frauen und Kinder) mit einem elektromechanischen Tisch-
rechner oder einem einfachen elektronischen Taschenrechner ausstatten, kdn
ten diese, wenn sie alle rechnen, gerade die Leistung einer der schnellste
Rechenanlagen unserer Tage erbringen (5 x 109 x 0,1 =5 x 108).
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Mechanische Tischrechner oder einfache elektronische Taschenrechner erlauben
eine gewisse Kontrolle des Rechenvorganges durch den Benutzer. Der Benutzer
gibt jede Rechenoperation selbst ein und nimmt jedes Zwischenergebnis selbst
entgegen. Durch sein Verstdndnis dessen was ablduft, kontrolliert er den Re-
chenprozef3. Vom Gebrauch des Rechenschiebers oder eines Taschenrechners ist
diese Art der Kontrolle einer maschinell unterstiitzten Rechnung auch heute
noch vielen vertraut.

Mit dem Aufkommen der elektronischen Rechenanlagen war diese interaktive Art
der Fehlerkontrolle einer Rechnung durch den Benutzer nicht mehr praktikabel
Die enorme Geschwindigkeitssteigerung verlangte die Entwicklung systemati-
scherer Methoden zur Fehlerkontrolle. Die fir die ersten elektronischen Re-
chenanlagen entwickelten Methoden basieren auf Fehlerabschdtzungen jeder ein-
zelnen Gleitkommaoperation. Da der Rechner in der Lage ist, eine groBe An-
zahl von Operationen auszufiihren, mu@ der Benutzer eine groPe Anzahl von Feh-
lerschdtzungen vornehmen. Dariiberhinaus muB er studieren, wie sich diese Feh-
ler in komplizierten Algorithmen fortpflanzen.

Bei den heute erzielbaren Rechengeschwindigkeiten von einer Milliarde Opera-
tionen in der Sekunde, ist auch diese Vorgehensweise kaum mehr praktikabel.
Mangels einer Alternative wird hdufig gar keine Fehleranalyse durchgefiihrt.
Damit wird das Rechnen zu einem systematischen, haufig aussichtslosen Expe-
rimentieren. Wenn in einem komplizierten RechenprozeB Teilrechnungen der
obigen Art anfallen, ist in der Regel die gesamte Rechnung wertlos. Das Pro-
blem der Fehleranalyse entpuppt sich damit als &hnlich schwierig oder viel-
leicht noch schwieriger als der RechenprozeB selbst.

Nun sind Rechenanlagen einmal dazu erfunden worden, komplizierte Aufgaben
dem Menschen abzunehmen. Es ist daher nur naheliegend, zu versuchen, auch
den ProzepB der Fehleranalyse einer numerischen Rechnung selbst wieder dem
Rechner zu ibertragen.

In Anbetracht dieser Entwicklung wurde Ende der sechziger Jahre vom ersten
der Autoren dieses Beitrages die Vorstellung entwickelt, daB die arithmeti-
sche Basis des Gleitkommarechnens gegeniiber friiheren Ansdtzen noch einmal
wesentlich verbreitert werden muB, wenn man bei der Frage der Rechengenau-
igkeit und Rechenkontrolle weiterkommen will. Verantwortlich fiir das Auf-
treten von Rechenfehlern sind die bei jeder einzelnen Operation ausgefiihr-
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ten Rundungen. Ziel einer Basisverbreiterung des wissenschaftlichen Rech-
nens muite es demnach sein, die Anzahl der in einem RechenprozeB ausgefiihr-
ten Rundungen drastisch herunterzudriicken. Als ein wichtiger Schritt in die-
ser Richtung wurde der Versuch unternommen, in den iiblichen linearen Riumen
der Mathematik, wie reelle und komplexe Zahlen, Vektoren und Matrizen, so-
wie den zugehorigen Intervallrdumen die arithmetischen Verkniipfungen nicht
wie bisher aus einzelnen Gleitkommaoperationen aufzubauen, sondern mit maxi-
maler Genauigkeit im Rechner direkt zu erzeugen. Die Rechnerarchitektur muB
dazu natirlich so ausgelegt werden, daB dies mdglich ist.

S0 wurde zundchst eine allgemeine Theorie der Rechnerarithmetik entwickelt,
welche diese Idee systematisch verfolgt. Die einschligigen Untersuchungen
waren Mitte der siebziger Jahre abgeschlossen. Sie haben in zwei Buchvergf-
fentlichungen ihren Niederschlag gefunden:

[121, r1sjg.

Die neue Theorie der Rechnerarithmetik gipfelt in einer neuartigen Defini-
tion der arithmetischen Verkniipfungen in Rechenanlagen. Eines der fiir die
Praxis relevanten Hauptergebnisse dieser Untersuchungen besteht in dem Nach-
weis, daB es mdglich ist, alle in den oben aufgefiihrten 1in earen Riumen und
zugehdrigen Intervallrdumen auftretenden inneren und duBeren Verkniipfungen
mit maximaler Genauigkeit zu berechnen, wenn der Rechner in der Lage ist,
Skalarprodukte zweier Vektoren beliebiger Linge maximal genau auszufih-

ren. Dem Skalarprodukt zweier Vektoren kommt demnach eine ganz zentrale Be-
deutung zu.

Die neue Arithmetik beeinfluBt auch die Entwicklung von Programmiersprachen.
Es sind Erweiterungen der Programmiersprachen PASCAL und FORTRAN ausgear-
beitet worden, welche das Programmieren im Bereich technisch-wissenschaft-
Ticher Anwendungen erheblich vereinfachen und zuverlidssiger machen [4],
[331, [37].

Wahrend der Jahre 1977 bis 1979 wurde am Institut von Professor Kulisch mit
Unterstiitzung des BMFT und der Nixdorf Computer AG ein erster Rechner aufge-
baut, welcher vollstdndig mit der neuen Arithmetik ausgestattet ist, Es
zeigt sich, daB ein so gebauter Rechner in der Lage ist, bei praktisch allen
Grundaufgaben der Numerik die Losung mit maximaler Genauigkeit in Schranken
einzuschlieBen. Die neue Arithmetik erlaubt dariiberhinaus eine anschliefende



218

Verifikation der Lisung, d.h. den rechnerischen Nachweis der Existenz und
Eindeutigkeit der L&sung des Problems innerhalb der berechneten Schranken.
Ist diese nicht gegeben, so stellt der Rechner dies fest und informiert
hieriiber den Benutzer. Der Rechner informiert den Benutzer auch dann, wenn
er mittels des vorgegebenen Algorithmus oder des verwendeten Zahlenformates
die L@sung nicht finden kann. Dies sind Ergebnisse, welche mit herkommli-
cher Gleitkommaarithmetik nicht erzielt worden sind und auch nicht erzielt
werden kinnen, Die aufzuwendende Rechenzeit ist stets von der gleichen Gro-
Benordnung wie diejenige, welche auch bej Ausfiihrung eines herkdmmlichen
Gleitkomma-Nsherungsalgorithmus aufzuwenden wire. Die neue Arithmetik er-
offnet der Numerik neue Dimensionen im Hinblick auf eine automatisierte Feh-
lerkontrolle bzw. eine Nachkorrektur von Rechenergebnissen durch den Rech-
ner selbst bis hin zu maximaler Genauigkeit und sogar noch dariiber hinaus.
Numerisches Rechnen wird mit diesem Werkzeug in vieler Hinsicht von dem Ni-
veau einer experimentellen auf das einer mathematischen Wissenschaft ange-

hoben.

1 Die Rdume des numerischen Rechnens

Wir beginnen mit einer Auflistung derjenigen Raume, welche beim numerischen
Rechnen mit Rechenanlagen auftreten.

Numerische Algorithmen werden in der Regel definiert und hergeleitet im

Raum R der reellen Zahlen, der Vektoren VR oder der Matrizen MR iiber den
reellen Zahlen, Daneben treten gelegentlich auch die entsprechenden komple-
xen Raume ¢, V¢ und M auf. A11 diese Riume sind geordnet beziiglich der Ord-
nungsrelation < . Diese wird in den Produktriumen komponentenweise erkldrt.
Mittels dieser Ordnungsrelation lassen sich Intervalle bilden. Das Rechnen
mit Mengen liber den zundchst genannten Riumen wird notwendig fiir die spdter
beschriebenen Algorithmen mit verifizierten Ergebnissen. Als Mengen, in de-
nen Operaticnen auf dem Rechner effizient implementierbar sind, kommen z.B.
Intervalle in Betracht. Numerische Algorithmen werden so gelegentlich auch
fir Intervalle iiber den bereits genannten Rdumen formuliert. Wenn wir die
Menge der Intervalle liber einer geordneten Menge {M, <} mit IM bezeichnen,
entstehen so die Rdume IR, IVR, IMR und I}, IV und IMg. Siehe dazu die zwei-
te Spalte in der Figur 1.
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Die in diesen Rdumen gegebenen Algorithmen lassen sich nun aus verschie-
denen Griinden auf dem Rechner nicht ausfiihren. Das Rechnen mit reellen Zah-
len approximiert man daher in einem Teilsystem S (single precision), in wel-
chem die Verkniipfungen stets einfach und schnell ausfihrbar sind. Auf Rechen-
anlagen dienen dazu sogenannte Gleitkommasysteme mit einer festen Anzahl von
Ziffern in der Mantisse. Erst dann, wenn die gewiinschte Genauigkeit des Er-
gebnisses anders nicht gewdhrleistet werden kann, geht man zu umfassenderen
Systemen D (double precision) mit der Eigenschaft RoDsS iber. Ausgehend
von S kénnen wir nun entsprechend Vektoren (n-tupel), Matrizen (nz-tupe1),
Komplexifizierungen (Paare), Vektoren und Matrizen solcher Paare, sowie die
entsprechenden Riume der Intervalle iiber diesen Mengen bilden. Wir kommen so
zu folgenden Mengen: S, Vs, MS, €S, V¢S, mMgs, IS, Ivs, IMS,16S, IVES, IMCS,
sowie den entsprechenden Riumen iber D. Siehe dazu die 3. und 4, Spalte in
Figur 1. Unter Rechenarithmetik wollen wir hier alle in den Riumen der 3.
und 4. Spalte der Figur 1 zu erklirenden inneren und duferen Verkniipfungen
verstehen,

R = D > S

VR 5> VD > Vs

MR 5 MD =) MS

PR = IR > 1D 5 IS

PVR > IVR > IV > Vs

PMR > IMR > IMD 5 IMS

¢ ) €D = ts

ve > VeD > Vs

M¢ > M(D > Mis

Pt = 1¢ > 14D 5 1¢s

PVE > Ivt > IviD > IVES

pM > me > IMGD > IMES
- Figur 1 -

Die Anzahl dieser Verkniipfungen ist groBer als man vielleicht erwartet,
Eine komplexe Matrix 1iRt sich beispielsweise wieder mit einer komplexen
Matrix multiplizieren, aber auch mit einem komplexen Vektor oder einer kom-
plexen Zahl dariiber hinaus aber auch mit einer reellen Matrix, einem reel-
len Vektor oder einer reellen Zah1 oder einer ganzzahTigen Matrix, einem
ganzzahligen Vektor oder einer ganzen Zahl.
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Im Sinne des Typkonzeptes in Programmiersprachen sind dies alles verschie- ma = a(l - €) mit lef < E* i (1)

dene Verkniipfungen. Zdh1t man allein die in der letzten Spalte der Figur 1 Fiir die Maschinenverkniipfungen [¥] ,* €{+,-,+,/} gilt

zu erkldrenden inneren und duBeren Verkniipfungen, so erhdlt man eine Zahl al(b=(a#b) (1 -¢) mit le] < e*, (2)

von einigen Hundert. D.h. der relative Fehler der Rundung bzw. jeder Verkniipfung ist dem Betra

nach kleiner als eine Maschinenkonstante e*:

2 Herkémmliche Definition der Rechnerarithmetik

| oa-al <e |a] (3)

la@b-a*p | <e* |axb] (4)
Die Konstante ¢* besagt, daB der bei der Rundung wie auch bei jeder Verkn
fung begangene Fehler sich hiochstens auf die letzte mitgefihrte Ziffer de
Mantisse auswirkt (relative Rundungsfehlereinheit),

Die herkommliche Definition der Rechnerarithmetik unterscheidet sich ganz
wesentlich von der im folgenden anzugebenden. Herkommlicherweise versteht
man unter Rechnerarithmetik nur die Verkniipfungen in den Mengen D und S. Von
den einigen Hundert Verkniipfungen in der Spalte unter S stellen herkdmmli-

che Rechenanlagen nur 4, namlich die Addition, Subtraktion, Multiplikation " . i . . o
Mit diesen Fehlerformeln gelingt es in der Numerik, einige Algorithmen au

ihre Genauigkeit hin zu untersuchen. Tatsache aber ist, daB alle so gewon
nenen Fehlerabschdtzungen nicht dazu benutzt werden konnen, zuverldssige

Schranken fiir die berechnete Losung daraus abzuleiten. Vor der Formel (1)
te ndmlich stehen fiir alle a€ R und vor der Formel (2) fiir alle a, b €S
sofern kein Unterlauf und kein Uberlauf auftritt. Fir viele der auf dem M
befindlichen GroBrechenanlagen aber gelten (1) und (2) nicht strikt in di
Sinne.

und Division von Gleitkommazahlen zur Verfiligung. Alle anderen Verkniipfungen
muB der Benutzer im Bedarfsfalle selbst programmieren. Es geschieht dies in
Form von Prozeduren. Jede in einem Algorithmus auftretende von den vier Grund-
rechnungsarten verschiedene Verkniipfung verlangt dann einen eigenen Proze-
duraufruf. Diese Vorgehensweise ist umstdndlich, zeitraubend und vor allem
viel zu ungenau.

Bei der Schaffung von Programmiersprachen (ALGOL und FORTRAN) in den fiinf-
ziger Jahren galt es als allgemeiner Konsens, daP man die Arithmetik nicht

. » Subtrahiert man beispielsweise auf einer an vielen Hochschulen i 114
verbindlich festlegt, sondern ihre Realisierung dem Hersteller iiberldBt. R chulen installier

ten GroBrechenanlage die beiden Zahlen a = 134 217 728.0 und b = 134 217
so erhdlt man in allen Sprachen ALGOL, FORTRAN, PASCAL usw. als Ergebnis
und nicht 1 [25], Der relative Fehler ist also 1 und nicht 10'8, was nach

Dies hat zur Folge, daP der Benutzer im allgemeinen nicht wei, was passiert,
wenn er in einem Algorithmus +, -, - oder / schreibt. Zwei Rechenmaschinen

verschiedener Hersteller unterscheiden sich so hdufig in der Arithmetik. Die .
Numerik ist folglich nicht in der Lage, auf allgemein verbindlichen Grundan- (2) zu erwarten gewesen wdre. Was passiert auf der Rechenanlage? Die beid

; ) 28 ) 27
nahmen lber die Arithmetik aufzubauen. Alles was man tun kann, besteht darin, Z?h]e? 1aete" i Dualsyston 2 = 0.0, 0 * 27 Ul B = 0.11 ... L¥2".
die Grundannahmen, welche bei der Fehleranalyse numerischer Algorithmen be- Sy STﬂd m éer Re?henanlage ohne Rundung exakt darstellbar. Vor der Sub
nutzt werden, als Ersatzdefinition der Arithmetik anzusehen. Betrachten wir Eraktian ?191Cht die Rechenanlage den Exponenten der Zahl b an, d.h. die
_ 2. Zahl wird um eine Stelle nach rechts verschoben. Das Ergebnis erhdlt m

dann so:

2.1 Die Gruhdverknipfungen

28
28

0,100...0] *2

Die Fehleranalyse numerischer Algorithmen arbeitet weitgehend mit folgenden 0.011 1112

Annahmen iiber die Arithmetik (Wilkinson). Sofern kein Uberlauf und kein Un-

28
terlauf auftritt, gilt fiir das gerundete Bild ma einer Zahl a : QU0 G <o B Il *2 (5)
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Auf der realen Rechenanlage aber wird die letzte 1 des Subtrahenden abge-
schnitten. Als Ergebnis der Subtraktion erhdlt man folglich 2 anstelle von 1.

Khnliche Beispiele lassen sich auch fiir andere GroBrechenanlagen anfiihren.
Der Effekt ist offenbar unabhingig von der Mantissenldnge, was die Punkte in
(5) andeuten sollen.

FUuhrt man bei einer Rechenanlage, welche mit n ziffriger Mantisse arbeitet,
die Subtraktion in einem Akkumulator der Ldnge n aus, so gibt es groBenord-
nungsmiBig b" X Subtraktionen, fiir die (2) nicht gilt.

Was soll eine Fehleranalyse, welche auf (2) beruht, wenn schon die Grundfor-
meln derart durchléchert sind? Die konsequente Folgerung aus dieser Misere be-
steht darin, daB man beim Bau der Arithmetik deren Eigenschaften durch ma-
thematische Forderungen erkldrt, welche vom Hersteller einzuhalten sind.

2.2 Hohere arithmetische Verknipfungen

Um die Betrachtungen nicht unnétig zu verkomplizieren, beschrinken wir uns
auf einen kleinen Ausschnitt aus Figur 1, die Riume R, ¢ und M, sowie de-
ren auf einer Rechenanlage darstellbaren Teilmenge S, ¢S und MES; siehe da-
zu die Figur 2. Komplexe Matrizen spielen bei vielen numerischen Anwendungen,
etwa der schnellen Fourier Transformation eine Rolle. Mit den Verkniipfungen
der reellen Zahlen R werden nach bekannten Formeln die Verkniipfungen flir
die komplexen Zahlen { erkldrt und mit diesen wiederum die Verkniipfungen
fiir die komplexen Matrizen M{ mittels der Skalarproduktformel bzw. der kom-
ponentenweisen Addition. Nach denselben Formeln erkldrt man nun auch bei
herktmm'ichen Rechenanlagen die Verkniipfungen flir die jeweiligen auf der Re-
chenmaschine darstellbaren Teilmengen Sc R, S < (€ und M¢S< M(. Dabei
nimmt man an, da@ die Verknipfungen in S einigermaBen ordentlich erkldrt
sind und etwa der Formel (2) geniigen. Die folgende Figur veranschaulicht
diesen Zusammenhang:

L b ist die Basis des verwendeten Zahlsystems.
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?
R L
+
¢ ¢s (6)
+ +
ME MES
- Figur 2 -

Das Skalarprodukt etwa in MCS wird zurlickgefiihrt auf die Verkniipfungen in CS
und diese wiederum auf diejenigen in S. Mittels der mit den komplexen Zah-
len o = @ + iaz und B = By + iBz, sowie den komplexen Matrizen a = {aij)
und b = (bij) gebildeten Produktformeln

o+ B = (6181 k= az&aa 0-132 + (1281)

a-b=(Z a, +b

ik " Py

rechnet man leicht nach, daPB bei einer Matrix mit nur 100 Zeilen und Spal-
ten ca. 800 Ungenauigkeitsfaktoren €; benotigt werden, um den Fehler der
einzelnen Komponenten der Produktmatrix zu beschreiben, fiir die gesamte Pro-
duktmatrix also ca. 8 Millionen Ungenauigkeitsfaktoren gy Eine Fehlerana-
lyse bei groBen Algorithmen gestaltet sich dementsprechend schwierig und
filhrt in der Regel auf viel zu grobe und unrealistische Schranken.

Wir werden unten eine Definition der arithmetischen Verkniipfungen in M{S
angeben, welche das Auftreten derart vieler Ungenauigkeitsfaktoren bei einer
einzigen Multiplikation in MES vermeidet, Was hier fiir die Zeilen R, § und
M gesagt wurde, gilt entsprechend auch fiir alle anderen Zeilen der Figur 1.
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Bei der hier betrachteten, herkommlichen Definition der Rechnerarithmetik
werden alle Verkniipfungen in der Spalte unter S in Figur 1 an die Verkniipf-
ungen in S angehdngt. Wir sprechen daher von der senkrechten Methode. Eine
unklare Definition der Eigenschaften der Arithmetik in S setzt sich dadurch
in alle darunter Tiegenden Rdume der Figur 1 fort.

2.3 Fehleranalyse bei numerischen Algorithmen

Die traditionelle Fehleranalyse numerischer Algorithmen unterscheidet die
beiden Formen der "Vorwdrts-Analyse" und der “Riickwirts-Analyse".

Die natlirliche Weise Rechenungenauigkeiten zu betrachten, ist die Vorwirts-
Analyse. Dabei fragt man einfach wie weit das errechnete Resultat vom exak-
ten Resultat abweicht. In der herkémmlichen Numerik hat es sich nahezu als
ein Axiom erhdrtet, daB die Vorwdrts-Analyse numerischer Algorithmen im all-
gemeinen zu schwierig bzw. nicht mdglich ist.

Statt dessen betreibt man die Riickwdrts-Analyse., Bei ihr wird das errechnete
Ergebnis interpretiert als das exakte Ergebnis zu verdnderten Eingangsdaten.
Je kleiner die Abweichung von den Eingangsdaten ausfdllt, umso gréBer ist

die Genauigkeit des berechneten Ergebnisses. Die Riickwirts-Analyse hat durch-

aus Erfolge aufzuweisen. Dennoch haftet ihr der Makel an, daB sie im Grunde
nur Ersatz ist fir eine im allgemeinen nicht ausfiihrbare Vorwdrts-Analyse.
Dariiber hinaus kann man sich auch auf ihre Ergebnisse nicht streng verlassen,
da auch die Rlckwdrts-Analyse mit den im allgemeinen nicht strikt realisier-
ten Formeln (1) und (2) arbeitet.

Die unten angegebene Definition einer Rechnerarithmetik erlaubt es hinge-
gen, auf Grund eines ziemlich allgemein verwendbaren Prinzipes sehr genaue
Schranken flir die Ldsung eines gegebenen Problems mit dem Rechner selbst zu
berechnen. Im allgemeinen lassen sich damit auch scharfe Schranken fiir die
Ldsung von Problemen mit ungenauen Ausgangsdaten ermitteln.
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Das Bediirfnis nach einer mittels mathematischer Methoden fiir spezielle Algo
rithmen durchgefiihrten Vorwirts- oder Riickwarts-Analyse erscheint damit als
sekunddr. Da eine mathematische Theorie immer eine ganze Klasse von Proble-
men betrachten muB, werden die vom Rechner mittels der individuellen Daten
errechneten Schranken fiir die Losung des Problems i.a. ohnehin auch schirfer
ausfallen.

3 Die neue Definition der Rechnerarithmetik mittels Semimorphismen

Versuche, den Begriff Rechnerarithmetik zu prazisieren und zu formalisieren
wurden schon des Gfteren unternommen. Man orientierte sich dabei stets am
Ubergang von den reellen Zahlen zu den Gleitkommazahlen (1. Zeile der Fi-
gur 1). Die reellen Zahlen aber besitzen sehr viele spezielle Eigenschaften,
so daB es schwierig sein diirfte, allein an diesem Modell die mathematisch
tragenden Eigenschaften herauszufinden. Eine allgemeine Theorie 1dRt sich zu
dem schwerlich an einem einzigen Modell entwickeln, man muR nach weiteren
Modellen Ausschau halten. Diese bieten sich an in der Gesamtheit der Zeilen
der Figur 1.

3.1 Eigenschaften von Semimorphismen

Wir wollen jetzt die Verkniipfungen in den Rdumen der 3. und 4. Spalte der
Figur 1 nach einem allgemeinen Prinzip erkliren. Zunichst konnen wir fest-
stellen, daB die Verkniipfungen in einjgen Rdumen der 2, Spalte der Figur 1
wohl bekannt sind. Es sind dies die Riume R, VR, MR,(, VE und M¢. Es bezeich
ne zundchst M eine dieser Mengen und * eine darin erklirte Verkniipfung. Dann
kdnnen wir auch in der Potenzmenge PM von M, das ist die Menge aller Teil-
mengen von M, eine Verkniipfung * erkldren durch die Vorschrift
A¥B :={a=b|a€A A bEB}. (7)

A.B € PM
Mittels dieser Definition lassen sich alle Verkniipfungen in M in die zuge-
ordnete Potenzmenge PM iibertragen. Wir kdnnen damit feststellen, daR in den
in Figur 1 aufgeflhrten Mengen die Verkniipfungen bekannt sind Jeweils in dem
Element ganz links einer jeden Zeile. Das allgemeine Prinzip besteht nun da-
rin, ausgehend von diesen Verkniipfungen auch in den rechts davon stehenden
Teilmengen Verkniipfungen nach einer geeigneten Vorschrift zu definieren.
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Dazu bezeichne M jetzt irgendeine Menge der Figur 1, in der Verkniipfungen
bekannt sind, und N die unmittelbar rechts davon stehende Teilmenge der Fi-
gur 1. Fiir jede Operation * in M erkldren wir eine Operation Bl in N nach der
Vorschrift:

(RG) /\ a@b = 0 (a * b) flir alle * € i R
a,be N

Dazu bezeichnet o : M > N eine monotone und antisymmetrische Projekticn
von M in N, welche wir als Rundung bezeichnen, Diese Abbildung hat folgende
Eigenschaften

(R1) na=a (Rundung)
AT
(R2) A\ (a<b => ma<ob) (Monotonie)
a,be M - B

(R4) /N O(-a)=-m
a &M

(Antisymmetrie)

Wenn man vor die Aufgabe gestellt wird, eine gegebene algebraische Struk-
tur durch eine andere zu ersetzen, anzunghern oder zu approximieren, so
wird man zundchst versuchen, auf bewdhrte mathematische Abbildungseigen-
schaften wie Isomorphismus oder Homomorphismus zuriickzugreifen. In allen
Zeilen der Figur 1 treten aber als unmittelbare Nachbarn Mengen auf, die
nicht gleich machtig sind und zwischen nicht gleichmdchtigen Mengen kann es
keinen Isomorphismus geben. Durch einfache Beispiele oder auch durch einen
mathematischen Satz [24] 1dBt sich dariiberhinaus zeigen, daB sich auch Ho-
momorphismen auf sinnvolle Weise nicht einrichten lassen. Man kann jetzt
versuchen, die Abbildungseigenschaften des Homomorphismus weiter abzu-
schwichen. Die oben aufgefiihrten Abbildungseigenschaften (RG) bis (R4) las-
sen sich als notwendige Bedingungen an einen Homomorphismus zwischen geord-
neten algebraischen Strukturen in M und N ableiten. Wir bezeichnen eine Ab-
bildung, welche die Eigenschaften (RG), (R1), (R2) und (R4) besitzt, daher
als einen Semimorphismus. Man zeigt nun leicht, da ein Semimorphismus von
einem Semimorphismus wieder ein Semimorphismus ist. Mit einem Semimorphismus
geht man gewissermafBen so nahe an einen Homomorphismus heran wie moglich.
Auch alle in Figur 1 auftretenden duBeren Verkniipfungen (Skalar mal Vektor,
Matrix mal Vektor usw.) erkldren wir durch entsprechende Semimorphismen.
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Im Falle der Intervallrdume der Figur 1 verlangen wir von der Rundung o da-
riiberhinaus noch die Eigenschaft

oa . (nach oben gerichtet)

(R3) A a

ae M

nA

In diesem Falle bezeichnet < die Inklusion <.

Man mache sich an dieser Stelle deutlich den Unterschied zwischen der her-
kémmlichen und der neuen Definition der Rechnerarithmetik klar. Bei der let:
teren werden die Verkniipfungen in einer in der Figur 1 auftretenden Teil-
menge direkt erkldrt anhand der Verkniipfungen in der unmittelbar links da-
neben stehenden Grundmenge mittels der Vorschriften des Semimorphismus. Da
wir oben bereits gesehen haben, daB die Verkniipfungen in den Mengen ganz
links einer jeden Zeile der Figur 1 wohl definiert sind, sind sie damit in
jeder in der Figur 1 auftretenden Menge erkldrt. Die Verkniipfungen in MES
(vergleiche dazu die Figur 3) werden also beispielsweise direkt definiert
anhand der Verkniipfungen in M¢ und nicht auf dem Umwege iiber ¢, R, S, ¢S
nach M{S, wie im Falle der vertikalen Methode.

R > S
¥
¢ > (S
+
ME > MES
- Figur 3 -

Bei der Definition der arithmetischen Verkniipfungen in einer Teilmenge N <
der Figur 1 mittels Semimorphismus erhdlt man in allen Fdllen aufgrund der
Formeln (RG), (R1), (R2) maximale Genauigkeit in dem Sinne, daB zwischen de
Ergebnis einer Verkniipfung und seiner Approximation kein weiteres Element

aus N Tiegt.

Dariiberhinaus lassen sich im Falle des Uberganges von R nach S (1. Zeile de
Figur 1) die obigen Fehlerformeln (1) und (2) jetzt als mathematischer Satz
beweisen [12], [15]. Diese Fehlerformeln gelten jetzt aber auch fiir alle ar
deren Zeilen der Figur 1, also beispielsweise auch fiir die Verknipfungen re
eller oder komplexer Gleitkommamatrizen:
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|oa - a| < e%*|a
M

T
€
VA la M b -awb| <e*la*b]
a,b €N

a

mit einem einzigen skalaren und zwar dem gleichen €* wie in (3) und (4). Die
Vereinfachung gegeniiber den oben abgezghlten 8 Millionen €5 bei einem ein-
fachen Produkt zweier komplexer Matrizen der Dimension 100 ist also offen-
sichtlich. Fehlerabschdtzungen fiir komplexere Algorithmen, wie etwa die Ma-
trixinvertierung gestalten sich dementsprechend einfacher und fallen wesent-
Tich schdrfer aus [6].

Wir wollen jetzt noch kurz auf die Herleitung und Implementierung von Semi-
morphismen zu sprechen kommen.

3.2 Zur Herleitung von Semimorphismen

Wir haben oben schon erwdhnt, daR sich die wesentlichen Eigenschaften des
Semimorphismus als notwendige Bedingungen an einen Homomorphismus gewinnen
Tassen. Es gibt aber noch weitere Mgglichkeiten, diese Eigenschaften herzu-
leiten. An einigen Modellen der Figur 1 kann man sie direkt anschaulich ab-
lesen. Betrachten wir etwa den Ubergang von der Potenzmenge der komplexen
Zahlen P{ zu den Intervallen iiber den komplexen Zahlen 1t. Ein Intervall
[a,b] zwischen zwei vergleichbaren komplexen Zahlen a < b ist ein Rechteck
in der komplexen Zahlenebene (Figur 4a). Wenn man zwei komplexe Intervalle
A und B im Sinne der Vorschrift (7) miteinander multipliziert, erhdlt man

i,a, nicht wieder ein Intervall, sondern ein Element A - B der Potenzmenge Pe.

A
¢ b
P %
j/A z [asb] / — l
o /”,B
a i
-—
- Figur 4a - - Figur 4b -
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Als Ergebnis einer Intervallverkniipfung aber will man wieder ein Inter-
vall bekommen. Es bietet sich daher an, das Produkt A ¢+ B auf das kle
ste einschliePende Intervall (Figur 4 b) abzubilden. Man kann sich nun
unmittelbar anschaulich davon iiberzeugen, daB diese Abbildung o : P —
alle Eigenschaften (R1,2,3,4) und (RG) eines Semimorphismus besitzt. Die
nungsrelation ist hier natlirlich die Inklusion € . Wenn die Menge A - B
reits ein Intervall ist, bewirkt die Abbildung o keine Anderung (Rl). We
man die Menge A - B aufbldht, wird auch das kleinste einhiillende achsenp
lele Viereck vergroBert (R2). (R3) ist unmittelbar klar und (R4) ergibt
aus Symmetrieliberlegungen. Nach unserer Konstruktion erfiil1t das Verkniip
ergebnis ferner die Formel (RG) A B = o (A *B) .

Man kann diese Eigenschaften nun auch am Modell der ersten Zeile der Fi-
gur 1 veranschaulichen. Will man zwei Gleitkommazahlen a und b addieren,
ist die korrekte Summe ¢ = a + b 1i.a. nicht wieder eine Gleitkommazahl
(Figur 5). Um wieder eine Gleitkommazahl zu erhalten, rundet man das Erg
nis jetzt noch in das Raster der Gleitkommazahlen.

| | N |
l

|
I

—¥—tf——— R

|
T
b ¢

L

e
0 a
Dieser RundungsprozeB erfiillt nun ebenfalls wieder die Eigenschaften (Rl
(R2) und (R4). Die Ordnungsrelation ist hier das < . Die Verkniipfung er-
fiillt die Formel (RG).

Natiirlich kommt man mit der Anschauung nicht bei allen Modellen der Figu
durch. Dies ist auch gar nicht notwendig; denn seine eigentliche Begriind
erhdlt das Abbildungsprinzip des Semimorphismus dadurch, daB es gewisse
volle Strukturen, sogenannte geordnete bzw. schwach geordnete Ringoide u
Vektoide invariant 1dRt. Auf diese Eigenschaften kann aber hier nicht we
eingegangen werden. Siehe dazu [12], [15].
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3.3 Implementierung von Semimorphismen

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob sich die Regeln des Semimorphismus

auch auf Rechenanlagen in allen Zeilen der Figur 1 durch schnelle Algorith-
men implementieren lassen. Zundchst sieht es so aus, als ob eine Implemen-

tierung der Vorschrift (RG) schon im Falle der ersten Zeile der Figur 1 un-
méglich wdre, da das Resultat a * b auf der Rechenanlage nicht in allen Fdl-
len darstellbar sein wird (sonst brduchte man es ja nicht zu approximieren),
Ist beispielsweise a von der GrdBenordnung 1050 und b von der GroBenordnung
10'50, so brauchte man zur Darstellung der Summe a + b etwa 100 Dezimalstel-

len und auch die grdften Rechenanlagen verfiigen Uber keine so langen Register.

Man kann jedoch zeigen, daR in allen Fallen, in denen das Verkniipfungsergeb-
nis a * b auf der Rechenanlage nicht darstellbar ist, ein geeignetes Ersatz-
ergebnis a ¥ b angegeben werden kann, welches darstellbar und effektiv be-
rechenbar ist und die Eigenschaft o (a ¥ b) =0 (a ¥ b) hat. Dies kann zur
Definition von a M b verwendet werden nach der Formel

/\ a@b:=o(a¥b)=o(ax*b).
a,bes

Der Nachweis dieser Aussage wird in allen nichttrivialen Fdllen durch detail-
lierte Angabe der betreffenden Algorithmen (Fallunterscheidungen) gegeben
[123, [15] .

Bei sorgfdltiger Implementierung dieser Algorithmen fallen leicht auch die
beiden monotonen gerichteten Rundungen ¥V und A , welche erklédrt sind durch
(R1), (R2) und

(R3) /N Vac<a /N a<ha,

a€R - a ER

sowie die mittels dieser Verkniipfungen nach (RG) erkldrten Veranpfungenﬁy,
és, * € {+,-,-,/}, an. Die Rundungen V, A und die Verknlipfungen ¥ und A
werden flir eine saubere Fehleranalyse in der Numerik bendtigt. Sie sind mit
den Verkniipfungen fiir Intervalle iiber S dquivalent. Eine genaue Analyse zeigt,
daR mit diesen Algorithmen die Implementierung von Semimorphismen moglich

ist in den Zeilen 1, 2 und 4 und 5 der Figur 1 .
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Eine Liicke bleibt zundchst in der Zeile 3. Schwierigkeiten bereitet hier vo
allem die Multiplikation von Gleitkommamatrizen a = (aﬁj) und b = (bij)‘ Di
Formel (RG) verlangt hier eine Implementierung der Vorschrift

n
aplb : =o(a -+ b) =D(k§1aik' byj) -

Dabei treten in der Summe ganz rechts die Addition und Multiplikation reel -
ler Zahlen auf. Die Rundung darf nur am SchluB ein einziges Mal (komponente
weise) ausgefihrt werden, Berlicksichtigt man, daB hier a4 und bij Gleit-
kommazahlen sind, und daf die Produkte LR bkj in einem doppeltlangen Akk
mulator korrekt dargestellt werden konnen, so reduziert sich das Problem al
gine Realisierung der Formel

c=a( g c,) (8)
k=1

Darin sind die Cis i = 1{1)n, doppeltlange Gleitkommazahlen und ¢ ist eine
einfachlange Gleitkommazahl. Das Summenzeichen in (8) beschreibt die korre
te Addition fiir reelle Zahlen. Da man natiirlich in der Lage sein will, Ma-
trizen beliebiger Dimension zu multiplizieren, verlangt die Vorschrift (8)
Algorithmen, welche in der Lage sind, beliebig lange Summen von Gleitkomma
zahlen bis auf eine Einheit der letzten Ziffer genau auszufiihren. Ein sol-
cher Algorithmus wurde zunichst in [13] angegeben. Ein sehr eleganter weit
rer Algorithmus findet sich in [2] . Beide Algorithmen sind auch in [15] b
schrieben. Inzwischen sind weitere Algorithmen zur Ldsung dieser Fragestel
lung angegeben worden. Man iiberlegt sich leicht, daR mit diesen Algorithme
das Problem der Implementierung von Semimorphismen auch gelost ist fiir die

Zeilen 3, 7, 8 und 9 der Figur 1.

Die Frage der Implementierung bleibt damit zundchst noch offen in den Zeil
6, 10, 11 und 12 der Figur 1. Hier begegnet man abermals einer neuen Probl
matik, welche noch kurz geschildert werden soll.
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Die Verkniipfungen in IMR (Zeile 6 der Figur 1) wurden erkldrt mittels der
Formel

(RG) /N A@EB :=0 (AxB) firalle #*€{+,-,} .
A,B € IMR

Darin bezeichnet * das Verkniipfungszeichen in PMR, welches nach (7) erklart
ist. Die Verkniipfungen in der Potenzmenge aber sind prinzipiell nicht aus-
fiihrbar.

Unabhdngig von der Menge IMR kann man aber die Menge MIR, das sind Matrizen,
deren Komponenten Intervalle sind, betrachten. In MIR lassen sich ebenfalls
Verkniipfungen einfiihren:

A = (Aij),/L(sl.j)e MIR

[
AGB : = (o 1 AikQBkj))

Dabei werden auf der rechten Seite die ausfiihrbaren Verkniipfungen in IR ver-

wendet. Bereits in [10] wurde gezeigt, daR die Verkniipfungen in IMR und MIR
beziiglich der Abbildung

. 2 1 2
([aij gy ) B ”aij )s (a”- )1
isomorph sind.

In [21], [22] wurde dann nachgewiesen, daB entsprechende Isomorphismen auch
gelten, wenn man in den Riumen der Tetzten drei Zeilen der Figur 1 das I
nach rechts durchschiebt:

I < > (IR s
g < > VEIR
IMC < > MEIR
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Es sei hier darauf verzichtet, die entsprechenden Abbildungen anzugeben, Di
Verhdltnisse sind natiirlich komplizierter.

In [14] wurde schlieBlich gezeigt, daB diese Isomorphien erhalten bleiben,
wenn man mittels Semimorphismen in die betreffenden Teilmengen der 3, und 4
Spalte der Figur 1 fortschreitet. Es gilt also beispielsweise

IMS «—»> MIS
IS «—— (IS 5
VS «—> V¢IS ,
IMES > MEIS .

A

Der Nachweis dieser Isomorphien muB natiirlich unter Einschrankung auf die i
den betreffenden Teilmengen vorliegenden schwachen Strukturen gefiihrt werde
welche zu diesem Zwecke sorgfdltigst analysiert werden miissen. Der Nachweis
von Isomorphien fiir die betreffenden duBeren Verknipfungen erfolgt analog.

Mittels dieser Isomorphien kann man dann zeigen, daB ein Algorithmus zur op
timalen Berechnung von Skalarprodukten auch dazu benutzt werden kann, um di
Verkniupfungen in den Mengen der Zeilen 6, 10, 11 und 12 mittels Semimorphis
men auf optimale Weise zu implementieren. Die Algorithmen zur optimalen Be-
rechnung von Skalarprodukten, welche urspriinglich fiir die Zeile 3 entwickel
wurden, gewdhrleisten demnach auch die Implementierung von Semimorphismen i
den Zeilen 6 bis 12, Siehe dazu insbesondere das Kapitel 6 in [15].

4  Rechnerarithmetik und Programmiersprachen

Herkdmmliche Programmiersprachen wie etwa ALGOL, FORTRAN, PASCAL, PL/1 usw.
kennen als Elementarverkniipfungen nur die integer und die real Verkniipfunge
Alle anderen Verkniipfungen werden darauf zuriickgefilihrt, Dies hat ein umstdn
liches und vor allem zeitraubendes Hantieren mit hdheren numerischen Ein-
heiten, wie Vektoren, Matrizen, komplexen Zahlen, komplexen Vektoren und
Matrizen, sowie den Intervallen lber allen genannten Rdumen zur Folge.
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Wir betrachten als Beispiel etwa die Multiplikation zweier n-reihiger Matri-
zen a = (aij) und b = (bij)‘ Sie erfolgt in allen genannten Sprachen mittels
der Laufanweisung. Wir notieren von den drei ndtigen Schleifen nur die inner-

ste mit einer Summationsvariablen s :

-h

o

=]
w ~
TR ]
[
+

o
E+%)

=
—
- a
- (=]
=~
i
%
o
—
=~
[
—
i

(11)

Was muB der Rechner tun, wenn er einmal diese innerste Schleife durchlauft?
Er sucht zunichst die Anfangsadresse des Feldes a . Wir bezeichnen diese ein-
fach mit a . Dann berechnet er die Adresse der Komponente a [i,k] . Wenn die
Matrix zeilenweise gespeichert ist, geschienht dies in folgender Weise:

a+ (i-1) = n+ k.
AnschlieBend berechnet er die Adresse der Komponente von b :
b+ (k-1) »n+j.

Um das eigentlich gewiinschte Produkt a [i,k] * b [k,j] ausfiihren zu kdnnen,
mup der Rechner also zwei Suchprozesse ausfiihren und dazu noch zwei Multipli-
kationen und vier Additionen. Bei groBen Matrizen handelt es sich bei 1, n,
k und j keineswegs um kleine Zahlen.

Beim nichsten Durchlauf der innersten Schleife werden dann aufgrund der unge-
schickten Notation die Adressen von a [i,k+1] und b [k+1,j] berechnet. Dies
geschieht wiederum mit zwei Suchprozessen, zwei Multiplikationen und vier
Additionen.

Dabei steht die Komponente a [i,k+1] in der auf die Komponente a [i,k] fol-
genden Speicherzelle. Die Komponente b [k+1,j] steht n Pldatze weiter als

b [k,j]. Mit einem ZahlprozeB und einer einfachen Addition TieB3en sich also
die Operanden fiir den ndchsten Term des Skalarproduktes finden.
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Die hier angesprochene Problematik ist den Compilerbauern natiirlich bekanni
und zu dem Stichwort Indexfortschaltung gibt es umfangreiche Untersuchung
Praktisch schlagen sich diese haufig in einem zusdtzlichen Ubersetzungslaw
zur Optimierung der Laufanweisung nieder. Tatsache aber ist, daP hier ein
imagindres Problem geldst wird, welches bei geeigneterer Notation iberhaup
nicht entsteht.

Die herkommlichen Programmiersprachen erlauben nur im Falle der ersten Zei
Te der Figur 1 die arithmetischen Verkniipfungen mittels der in der Mathema
tik iiblichen Operationszeichen +,-,*,/ anzusprechen. Alle Verknipfungen in
den darunter liegenden Zeilen miissen durch Prozeduren bereitgestellt und

hdufig vom Benutzer selbst formuliert werden. Treten in einem Ausdruck fiir
Matrizen oder komplexe Zahlen mehrere Verkniipfungen auf, so erfordert jec
einen eigenen Prozeduraufruf. Dieses Vorgehen hat lange und uniibersichtlic

Programme zur Folge.

Ein einfacher Ausweg aus diesen Schwierigkeiten stellt sich unmittelbar ei
wenn man in Programmiersprachen alle VerknUpfungen fiir hohere numerische I
heiten wie reelle oder komplexe Zahlen, -Vektoren und -Matrizen, sowie aut
die Verkniipfung fiir Intervalle Uber diesen Raumen wie in der Mathematik il
lich mittels Operatoren notiert, also z.B. die Zuweisung des Produktes zw
Matrizen a und b an eine Matrix x in der Weise

X :=a-+b. (12)

Dabei muP man sich a und b als Variable vom Typ real matrix vereinbart de
ken. Eine Zuweisung eines arithmetischen Ausdruckes flir Matrizen wiirde da

etwa so aussehen:
z:=(a*x+b)*y+cC.

Man mache sich den Unterschied klar, indem man das Problem fir die Berech
nung des auf der rechten Seite stehenden Ausdruckes einmal in herkommlick
Weise mittels Laufanweisung und Prozeduraufruf niederschreibt.

Durch eine solche Operatornotation werden die Programme kiirzer und ubers
licher. Sie sind leichter zu lesen und zu schreiben und folglich auch le
ter auszutesten. Sie werden dadurch auch zuverldssiger. Ein anderer ganz
sentlicher Vorteil kommt aber noch hinzu:
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Bei der Schreibweise (12) wird nicht die sonst ibliche vertikale (ungenaue)
Definition der Matrixverkniipfungen benutzt, sondern die vertikale Methode
unter Zuhilfenahme des genauen Skalarprodukts. Der Fehler einer Matrixopera-
tion kann also durch eine einzige GroRe e* abgeschdtzt werden.

Bei der Schreibweise (12) werden die Komponenten der Matrizen a und b nicht
mehr genannt. Folglich brauchen deren Adressen auch nicht berechnet zu wer-
den. Die Multiplikation wird mittels einer internen Skalarproduktroutine aus-
gefiihrt, welche den einfachen Zdh1- und AdditionsprozeR automatisch ausfihrt.
Ferner braucht nach den einzelnen Additionen und Multiplikationen im Skalar-
produkt weder eine Normalisierung noch eine Rundung ausgefiihrt zu werden,

was ebenfalls zur Beschleunigung beitrdgt. Fiir die Verkniipfungen aller oben
genannten hoheren numerischen Einheiten lassen sich dadurch zum Teil ganz be-
trdchtliche Geschwindigkeitssteigerungen erzielen.

AbschlieBend sei noch erwdhnt, daB die Definition der arithmetischen Ver-
kniipfungen mittels Semimorphismus eine Operatornatation wie in (12) prak-
tisch erzwingt. Eine Definition der Matrixmultiplikation mittels dreier Lauf-
anweisungen wie in (11) wiirde ja wieder auf die herkdmmliche Methode hinaus-
laufen.

5 Realisierung und Ausblick

Eine vollstandige Implementierung der Arithmetik, wie sie in Figur 1 skiz-
ziert wurde, mittels Semimorphismen wurde am Institut des ersten Autors erst-
mals durchgefiihrt. Der Implementierung lag zundchst ein Mikroprozessor Z80
zugrunde. Als Basissprache wurde PASCAL verwendet. Um vor allem die im Ab-
schnitt D. geschilderten Schwierigkeiten zu vermeiden, wurde die Sprache
PASCAL um ein allgemeines Operatorkonzept, dhnlich wie es in ALGOL-68 vorge-
sehen war, erweitert. Die erweiterte Sprache wurde PASCAL-SC (PASCAL for
Scientific Computation) genannt. 1)

Die hoheren Arithmetikroutinen sind bereits in diesem Operatorkonzept for-
muliert. Es ergeben sich ganz liberraschende Effekte. Obwohl wesentlich gros-
sere Sorgfalt als liblich bei der Implementierung der arithmetischen Verkniipf-
ungen mittels Semimorphismen aufgewendet werden muB, sind die Verkniipfungen
von Zeile 3 an schneller, als wenn sie auf herkommliche Weise im Basis-PASCAL
ausgefiihrt werden. Beispielsweise ist die Matrixmultiplikation mittels Semi-
morphismus und Operatorkonzept etwa doppelt so schnell, als wenn sie im her-
kommlichen PASCAL programmiert und ausgefiihrt wird.

1 ;
) Der Compiler wurde an der Universitdt Kaiserslautern (Professor Dr. H.-W.
Wippermann) implementiert.
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Die Auswirkungen der neuen Arithmetik in der Numerik sind enorm und noch
kaum zu iibersehen. Der Rechner ist nicht ldnger ein Werkzeug des Experimen-
tierens, sondern wird zu einem Instrument der Mathematik. Binnen kurzer Zeit
war es méglich, auf dem neuen Rechnersystem Programmpakete zu entwickeln fir
die Lbsung linearer Gleichungssysteme, die Invertierung von Matrizen, Eigen-
wertprobleme, Nullstellen von Polynomen, nichtlineare Gleichungssysteme, Aus
wertung beliebiger arithmetischer Ausdriicke (mathematischer Funktionen),
Optimierungsprobleme, numerische Quadratur, Anfangs- und Randwertaufgaben
bei gewdhnlichen Differentialgleichungen, iterative Behandlung grofer Glei-
chungssysteme usw. Derartige Routinen werden im folgenden beschrieben. Da-
bei wird bei 12-stelliger dezimaler Rechnung die Losung jeweils auf min-
destens 11 Stellen genau in Schranken eingeschlossen. Die numerischen Algo-
rithmen beweisen zudem die Existenz und Eindeutigkeit der Losung innerhalb
der berechneten Schranken. Ist diese nicht gegeben (z.B. bei einer singu-
ldren Matrix) oder ist ein spezielles Problem so schlecht konditioniert, daf
die Losung mit 12-stelliger Arithmetik nicht berechnet werden kann (es geht
dann auch nicht mit iblicher Gleitkommarechnung!), so stellt der Algorith-
mus dies fest und teilt es dem Benutzer mit. Dies alles sind Ergebnisse,
welche mit der herkommlichen Rechnerarithmetik nicht erreicht worden sind.
Sie konnen auch dann nicht erreicht werden, wenn man die Arithmetik in der
1. Zeile der Figur 1 sorgfdltigst mittels eines Semimorphismus definiert.
Eine Gruppe, vor allem amerikanische Wissenschaftler, hat gerade im Rahmen
der IEEE Computer Society in dieser Richtung einen Standard geschaffen. Gan
sicherlich ist dies ein Schritt in die richtige Richtung. Man muB sich aber
fragen, warum man nicht gleich den hier noch einmal unterbreiteten, dlteren
und wesentlich weitergehenden Vorschlag iibernimmt, welcher den eigentlichen

Durchbruch in der Numerik erst ermiglicht.

Nachtrdglich betrachtet, erscheint die urspriingliche Zustimmung, Festlegung
und Implementierung der Rechnerarithmetik dem Hersteller zu Uberlassen, als
ein mathematischer Schildbiirgerstreich. Wenn man die Genauigkeit numerische
Algorithmen kontrollieren will, und dieser Wunsch ist sicherlich legitim, s
muB man zunichst einmal die Genauigkeit der einfachsten Algorithmen, und da
sind eben die Algorithmen fiir die arithmetischen Verkniipfungen unter Kontro
e halten und diese genau und prizise erkléren. Diese einfache notwendige
Bedingung erweist sich in vielen Fdllen dann auch bereits als hinreichend
um das Dunkel der Rechenungenauigkeit auch bei komplizierteren Algorithmen
aufzuhellen, wie das Fenster in dem Rathaus von Schilda.
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6 Schlecht konditionierte Probleme

Bevor wir in eine Diskussion lber Sicherheit von Ergebnissen einsteigen, soll
zundchst die Notwendigkeit anhand einiger Beispiele gezeigt werden.

In einer Rechenanlage kénnen nur endlich viele Zahlen verarbeitet werden,
insbesondere nur Zahlen mit einer endlichen Mantissenldnge. Bei der Darstel-
lung oder Konvertierung des gestellten Problems auf dem Rechner wird ein Kon-
vertierungsfehler begangen. Kommt in dem Problem etwa die Zahl m vor und ein
Rechner hat 8 Dezimalstellen, wird m durch die m am nichsten gelegene Maschi-
nenzahl approximiert:

3.1415927 statt 3.1415926535...

Verwendet der Rechner Dualzahlen, tritt zusdtzlich noch das Problem der Kon-
vertierungsfehler auf. Dann ist ndmlich

die Dezimalzahl 0.1

auf dem Rechner nicht darstellbar, da 0.1 im Zehnersystem eine unendliche
Dualzahl 0.00011001..ist. Bei der Eingabe des Problems wird also bereits ein
(Eingabe-) Konvertierungsfehler begangen.

Eine Operation auf dem Rechner kann i.a. ebenfalls nicht exakt ausgefiihrt

werden. Am besten approximiert man das exakte, reelle Ergebnis bestmoglich,
also etwa

1/6 = 0.16666667,

Realisiert man diese intuitive Definition einer Rechnerarithmetik strikt,

resultiert dies zwangsldufig in der vorstehenden gegebenen Definition der

Rechnerarithmetik. Offensichtlich sind aber selbst bei wenigen Operationen
beliebig groBe Fehler mdglich. Etwa bei der Berechnung von

(13) 10847 -108-2

erhdlt man als Ergebnis auf einem 8-stelligen Rechner (bei Ausfiihrung von
Tinks nach rechts)

- 2 statt des richtigen Ergebnisses +5 ,

Auf einem Rechner eines bekannten deutschen Versandhauses berechnet man gar

(14) 10% - 99 999 999 - 10 .
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Der in (13) begangene Fehler ist prinzipieller Natur. Der Fehler in (14) 1aBt
sich hingegen beheben. Es ist klar, daB, wenn die Arithmetik nicht verniinf-
tigen Gesetzen geniigt, man auch keine gesicherten Ergebnisse erwarten kann.

Der Term "sichere Ergebnisse" verdient es, etwas genauer betrachtet zu wer-
den. Setzen wir zundchst voraus, daB alle Daten des Problems exakt auf dem
Rechner darstellbar sind und betrachten eine lineare Kurvenanpassung nach
der Methode der kleinsten Quadrate. Gegeben sei die Wertetabelle

(15) y ; 99999 100000 100001

% l a-1 a a+l

Fiir verschiedene Werte von a soll ein'curve fitting"durchgefiihrt werden. Im
vorliegenden Fall scheint das besonders einfach, da alle drei Punkte bereits
auf einer Geraden liegen. Die beste Kurvenanpassung ist nach bekannten For-
meln gegeben durch

1
M= B TV 1 m
y=mx +b mitm-s= Zx1y1 n Zx1 Yi und b = ﬁ'Eyi - ﬁ-in
Ix;T - ﬁ-(in)

Die nachfolgenden Ergebnisse wurden mit 12-stelliger (!) Dezimalarithmetik
berechnet. Dabei spielen keine Konvertierungsfehler und keine Arithmetik-
fehler eine Rolle und es wird eine maximal genaue Arithmetik verwendet.

X =a+?2 x = a+10° x = a-10°
a exakt glk exakt gek exakt gtk
5201456 100002 9999.9 200000 90000 0 110000
2568741 100002  100000.02 200000 102000 0 98000

5201478 100002 100000 200000 100000 0 100000

Tabelle 1. Extrapolationswerte fir verschiedene x

Nach Durchfiihrung der Kurvenanpassung (die exakt mdglich ist mit m = 1,
b = 100000 - a) wurde auf x = a + 2, x = a+105 und x = a~105
Das ist eine Extrapolation relativ zu a von weniger als 5% fiir alle Werte
von a. Unter gk sind die mit 12-stelliger Gleitkomma-Rechnung erzielten
Werte aufgefiihrt. Diese haben mit der wahren LGsung so gut wie nichts zu

extrapoliert.

tun. In der dritten Zeile ist das Resultat sogar eine Konstante.
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Im ndchsten Beispiel wurde ein vom Institut fir Angewandte Mathematik der
Universitdt Karlsruhe entwickelter Rechner benutzt. Er verfiigt inshesondere
uber eine Gleitpunkt-Arithmetik mit maximaler Genauigkeit, Trotzdem ist bei
der Verwendung von reinen Gleitpunkt-Algorithmen Vorsicht geboten, wie das
folgende Beispiel zeigt:

(16) 941664x - 665857y
665857x - 470832y

n

0

n

Die mit einem Standard-Gleitpunktalgorithmus in 12-stelliger Rechnung erziel-
ten Ndherungen sind

166666 .666667
235702.260396

y

Die wahre LGsung lautet

470832.0
665857.0

X
Y

il

Schwieriger werden die Probleme, wenn die Eingabedaten nicht exakt auf dem
Rechner darstellbar sind oder wenn die Eingabedaten gar noch mit Fehlern be-
haftet sind. Hier kommen wir zur Frage, wann ein Ergebnis richtig heiBen soll
und wann nicht. Es gibt zwei Mdglichkeiten, richtige Ergebnisse auszugeben.
Entweder, man gibt Schranken an, zwischen denen die wahre Losung (mit Sicher-
heit) liegt, oder, man gibt nur so viele Stellen an, wie garantiert werden
konnen etwa mit der Vereinbarung, daB die wahre Losung mit genau diesen Stel-
len beginnt. Der letzte Vorschlag gibt (im Positiven) immer ein Ergebnis aus,
das zu klein ist. Mdchte man dieses vermeiden, vereinbart man, dap das rich-
tige Ergebnis mit genau diesen Stellen oder mit diesen Stellen und die letz-
te Stelle um eins vermindert beginnt (bzw. im Negativen um eins erhiht). Dem-
nach wiare etwa in der ersten Darstellung

1/6 = [0.16666666, 0.166666671, d.h. 0.16666666 £ 1/6 < 0.16666667

In der zuletzt beschriebenen Darstellung wire

sowohl 1/6 = 0.16666666 als auch 1/6 = 0,16666667

richtig. Interessanter (aber auch schwieriger) wird es bei mehr Operationen
oder bei mit Fehlern behafteten Eingabedaten.
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Von einer Pyramide sei die mittlere Hohe der 207 Stufen 71 cm. Dieser MeB-
wert sei mit einem Fehler von + 0.25 cm behaftet. Dann liegt offenbar die
GesamthShe der Pyramide

zwischen 146.4525 m und 147.4875 cm.
Das richtige Ergebnis muP also etwa [146.4, 147.5] oder

147 m

lauten. Es widre jedoch in dem eben beschriebenen Sinne falsch, die Gesamt-
hohe zu 207 » 0.71 = 146.97 m anzugeben,
Die Crux der heutigen Rechner (Taschenrechner, Personal Computer wie Grof-
rechenanlagen) ist, daB ein Ergebnis auf so viele Stellen ausgegeben wird,
wie die verwendete Genauigkeit betrdgt, also 8, 16 oder noch mehr Dezimal-
stellen, Diese hohe Anzahl von ausgegebenen Stellen fiir ein (N&herungs-) Er-
gebnis suggeriert eine hohe Genauigkeit (wie iberhaupt digitale Angaben eine
Exaktheit suggerieren, z.B. gegeniiber analogen Anzeigen).

Ein im Sinne der Angabe von Schranken richtiges Ergebnis wire natiirlich auch
[-1000000, + 1000000]. An Solcherlei sind wir aber nicht interessiert. Zur
Definition der Richtigkeit gehort also auch die Schinfe der Ergebnisse.

Sind die Eingabedaten mit Fehlern behaftet, kinnen sich kleine Fehler (z.B.
MeBfehler) unter Umstinden sehr stark auf die Losung auswirken. Betrachten
wir etwa

(17) 100000x + 99999y = b
99999x + 99998y = b

1
0 -
Die rechte Seite sei (bl’bz) = (200000, 200000) gemessen mit einem Fehler
einer Einheit der 5, Stelle, also
b, € [199990, 200010]
b, € [199990, 200010]

In der rechten Seite enthalten ist u.a. b1 = 199999 und b2 = 199997, was die
Losung x=y=1 ergibt. Bei den gegebenen Grenzen fiir b1 und b2 gilt jedoch

- 1800000
- 2200000

X < 2200000
y < 1800000 .

<
<

Diese Grenzen sind scharf, also nicht verbesserbar,
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D.h., liefert ein Instrument Mefwerte fur by b2 mit einem Fehler einer Ein-
heit der 5ten Stelle, so kinnen die Ergebnisse des linearen Gleichungssystems
(17) zwischen rund minus 2 Millionen und plus 2 Millionen liegen. Um Ergeb-
nisse mit zwei gesicherten Stellen zu erhalten, muB die rechte Seite mit
einem Fehler von hichstens einer Einheit in der 8ten Stelle gemessen werden.

Es besteht die Mglichkeit, die rechte Seite leicht zu #ndern und zu versu-
chen, aus der Knderung der Ldsung auf die Abhingigkeit der LOsung von den
Daten zu schlieBen. Gleichwohl ist auch hier groPe Vorsicht geboten. Berech-
net man etwa die Losung des obigen Gleichungssystems (17) nacheinander fiir
rechte Seiten

200000 199990 200010

200000 199990 200010
so erhdlt man als Losungen nacheinander

(18) 200000 199990 200010

-200000 -199990 -200010

Aus diesen scheinbar schinen Ergebnissen zu schlieBen, das Problem sei gut-

artig, wire jedoch (wie gezeigt) vollig falsch.

Verindert man die Daten des Problems jrgendwie und die Lgsung dndert sich
immer von etwa gleicher Grofenordnung, heipt das Problem gut konditioniert.
Ist die Anderung der Losung stark iiberproportional wie im obigen Beispiel,
heift es schlecht konditioniert. Die Information iber die Kendition eines
Problems ist von hoher Wichtigkeit. Sie hat direkte Auswirkung auf die Aus-
legung (Belastbarkeit) von Komponenten, Genauigkeitsanforderungen an MeBwert-
geber etc. und damit wichtige finanzielle Bedeutung. U.U. kann sich auch er-
geben, daB einzelne Komponenten praktisch keinen EinfluB besitzen.

Im folgenden sollen Methoden <kizziert werden, die sichere Ergebnisse liefern
fiir alle Klassen von Eingabedaten (darstellbar, nicht darstellbar und fehler-
behaftet) fiir eine grofBe Anzahl mathematischer Probleme. Die im Hintergrund
stehende Mathematik wird dabei bewuBt anschaulich dargestellt, so dap die
folgenden Ausfiihrungen auch ohne tiefen mathematischen Hintergrund nachvoll-

zogen werden konnen.
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Mathematische Hintergriinde ktnnen in [23], [241, [30], [31] nachgelesen wer
den. -

7 Algorithmen fir Grundaufgaben der Numerischen Mathematik

Wir betrachten zundchst das Problem der Ldsung linearer Gleichungssysteme

ir eine nxn Matf 'IX A und e. e ektor G I) ‘e” hre ¥ ¥ -
Fiiv nen V k 0 b m n Kom onen
. SC be W Zu

das Gleichungssystem Ax = b

um und suchen

die Nullstelle von Ax - b = 0.

N?n wird auf Rechnern die Suche nach einer Nullstelle hiufig umgeformt in
eine

Fixpunktgleichung x = x - (Ax-b),

Zur numerischen Anwendung schreibt man eine solche Gleichung als

Iteration xk+1:‘

= XK - (ko).

Die Anwendung und Auswertung einer solchen Iteration 1Bt sich auf dem Rech-
ner besonders vorteilhaft durchfiihren, Es sind auch mathematische Kriterien
bekannt, wann eine solche Iteration konvergiert und wann nicht. Im vorliegen-
den Fall wird die Iteration im allgemeinen nicht konvergieren.

Daher wird eine solche Iteration umgeschrieben in eine bessere, namlich das

Newton-Verfahren x**1.xk - a1 . (Axk - b)

In dieser Form ist das Verfahren natiirlich noch nicht brauchbar. Denn wire

. -1
die Inverse A"~ von A bekannt, konnte man die Ldsung x von Ax =

e " = b sofort aus-
zu x = A~ +b, Nun kann man versuchen, das Newton-Verfahren anzuniher

indem nicht die exakte Inverse sondern eine "Ndherungs"-Inverse R von A ver-
wendet wird. Man gelangt so zum

(19) vereinfachten Newton-Verfahren xk*1 = xk - g . (Axk - b) .
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Das Verfahren heiBt vereinfachtes Newton-Verfahren, weil in jedem Iterations-
schritt die gleiche Ndherung R verwendet wird und nicht in jedem Iterations-
schritt eine neue (verbesserte) Naherungsinverse R, von A verwendet wird.

Das Verfahren wird auch als "pesiduen-Iteration" bezeichnet. Was bis jetzt
dasteht ist alles bekannt, nichts Neues. Was jedoch ebenso bekannt ist, sind
die auftretenden Probleme: Wann "konvergiert" eine Iteration? Welches Abbruch-
kriterium ist zu verwenden? Ist die Matrix des Gleichungssystems nicht sin-
guldr? Wie sicher sind die Ergebnisse? und andere mehr. Wir werden spater
durch Beispiele zeigen, daf keine dieser Fragen zufriedenstellend gelost war.

Um zu bewiesenen, zu sicheren Ergebnissen zu gelangen, muB ein mathematischer
Satz vorliegen, dessen Voraussetzungen auf dem Rechner Uberpriifbar sind um
dessen Aussagen anwenden zu kinnen. Die Grundlage flir einen solchen Satz ist

der Brouwer'sche Fixpunktsatz:

Brouwer: Gegeben sei eine stetige Funktion f:R ",® , die eine
nichtleere, konvexe, abgeschlossene, beschrankte Menge
X E}Rn in sich abbildet. Dann hat f in X mindestens einen

Fixpunkt.

Um diesen Satz anwenden zu kdnnen, bendtigen wir also eine stetige Funktion
f und eine addquate Menge X. Betrachten wir obige Fixpunktiteration, so defi-

niert man naheliegend
£:R" >R" mit f(x): = x = R+ (Ax =b).

Findet man dann ein X EJRH mit f:X > X, dann ist bereits die Existenz eines

X€ X mit f(X) = X bewiesen. Dann gilt also

>

= X - R(Ax -b) R« (AX -b) = 0.

Es sind also zwei Probleme zu 1dsen:

1) EsmuB f : X —>X auf dem Rechner nachgepriift werden

2) Es muf die Nicht-Singularitit von R bewiesen werden,
um zu einer Losung des linearen Gleichungssystems zu

kommen .
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Gehen wir zundchst das erste Problem an. Mathematisch gesehen kann man in

P k :
(19) die Ngherung x" durch die Menge X ersetzen und jede Operation durch die
entsprechende Potenzmengenoperation:

(20) X =R+ (A-X-b).
Eine Potenzmengenoperation C # D mit C,D ¢ PR "ist dabei definiert als
C#D:={x*y| xEC Ay € D} fir * €{+,-,°,/}.

Nun kann man zeigen, daB f : X —> X mittels (20) i.a. nicht realisierbar
ist. Denn es gilt im allgemeinen

X = R(AX - b) ¢ X .

Ein Kunstgriff rettet die Situation; wir schreiben statt (20):

(21) Reb+{I-R-=-A}-X

Hierbei ist I die nxn Einheitsmatrix. (21) ist dquivalent zu (19), wie man
durch Ausrechnen bestdtigt. Jetzt kommt die Menge X nur noch einmal vor, der
Wertebereich von (21) wird also nicht mehr iiberschdtzt. Denn das doppelte Auf-
treten von X in (20) bewirkt, daB jedesmal die ganze Menge X eingesetzt wird:

X = R(AX - b) = {x; - R(Ax, - b) | X1sXo€ X},

Hierbei Eind X1 und Xo unabhd@ngig voneinander, obwohl X = X, angenommen
werden konnte. Dieser MiBstand ist mit (21) beseitigt.

Zu einer Ldsung unseres ersten Problems ist man aber erst gelangt, wenn die
Menge X auf dem Rechner darstellbar und abgespeichert ist und die Operationen

+,-,+,/ auf dem Rechner ausfiihrbar sind. Betrachten wir dazu als spezielle
Teilmengen X des R" "Intervallvektoren".

Ein Bereich oder Intervall innerhalb der reellen Zahlen ist die Menge aller
Zahlen, die zwischen zwei Grenzen liegt:

[-1,3] := {x e ® -1 £ x < 3}.
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Intervalle wurden bereits im ersten Abschnitt als Ldsungsbereiche ange-
sprochen. Mit solchen Bereichen kann man rechnen, und zwar mit der anfangs
definierten Rechnerarithmetik. Wichtig fir uns ist die Feststellung, daB

a) Bereiche durch Angabe der linken und rechten Grenze auf dem Rechner
darstellbar sind und, daP

b) alle Operationen swischen Bereichen auf dem Rechner ausfiihrbar sind
(siehe [121, [151).

Entsprechend definieren wir Intervallvektoren als die Menge aller Vektoren,

die zwischen zwei Grenzen liegen:

-1 0 -
[ t sl weR | 1] osve| 4]
2

Hierbei ist ¢ komponentenweise, also als fir alle Komponenten giiltig zu ver-

stehen. Es gilt also etwa

-0.5 -1 0 0 -1 0

€1 1 , 4 |1, aber 51€0| 1 ; 4

2 2 2 2 2

Offenbar kann man Intervallvektoren also auf dem Rechner darstellen und ab-
speichern. Die Ausfiinrung von Operationen ist auf dem Rechner mdglich, wie
in den ersten Abschnitten dieser Abhandlung erldutert.

Ebenso kann man Intervallmatrizen als die Menge aller Matrizen definieren,
die zwischen zwei Grenzen liegen. Wieder ist herausragend, daB alle Opera-
tionen {auch zwischen Intervallmatrizen und -vektoren) auf dem Rechner
(schnell) ausfiihrbar <ind. Die Details, mathematische Theorie und Algorith-
men sind in ([121, [15]) nachzulesen.

Die Bedingung f : X + X oder

(22) Reb+ {I-R=+A*XcX

kann demnach auf dem Rechner nachgepriift werden, indem alle Operationen durch
die entsprechenden Bereichsoperationen ersetzt werden. Dabei ist es wichtig,

die Berechnung von I-RA durch Verwendung des genauen Skalarproduktes als
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eine Operation zu betrachten und entsprechend mit einer Rundung auszufiih-
ren. Unser erstes Problem des Nachpriifens der Bedingung f: X —— X auf de
Rechner ist damit geldst.

Kommen wir zu dem zweiten Problem, des Beweises der Nicht-Singularitdt von
(diese wurde bendtigt, um vom Fixpunkt der Funktion f zur Nullstelle des
Fleichungssystems zu kommen). Der Beweis der Nicht-Singularitdt einer Matri
ist mathematisch ein schwieriges und aufwendiges Problem; in der Praxis ein
Gleitpunkt-Algorithmus war er bisher nicht mgglich. Um so erstaunlicher ist
es, daB dieser Beweis sich nahtlos in das Bisherige einfiigt, und zwar ohne
zusdtzlichen Aufwand! Statt (22) schreiben wir:

(22") Reb+ {I-RA}+»XCS3R,

3 5 e
H1§rbE1 bedeutet X das "Innere" von X. Auf dem Rechner priift man fir zwei E
reiche X := [xq,X,] und Y := [y;.y,]
Ke¥ <===> y, < Xy und Xy £ Yy -

Entsprechend ist

Xc ¥ <ss==> Y1 <X und Xo < Yo o

Der Unterschied zwischen (22) und (22') besteht auf dem Rechner also nur de
rin, daB man < durch < ersetzt.

Schauen wir uns kurz den Beweis der Nicht-Singularitdt von R an. Wir bewei-
sen dazu zundchst die Nicht-Singularitdt von A, also die Existenz und Einde
tigkeit einer Ldsung von Ax = b imR" . Mit der Regularitdt von R wird danr
gezeigt, daB diese Losung in X liegen muB.

Mit (22') gilt insbesondere
R-b+{I-RA} - XCSXC<X.
Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer besitzt f: R" > ® pit

f(x) 1= x - R(AX - b) = Rb + (I - RA)x
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1 . Fi I T Y mgr—— gesehen haben SchlieBlich bleibt das Problem, ein geeignetes X zu finden das (23) erfull
xpunkt x i - ] .

ais0 emnen Tl ’ Dazu nimmt man eine Ndherungslésung X von AX - b = 0 und “Tegt einen klein

f(;) = ; - R(A§ - b) = x ===> R(Ax -b) = Intervallvektor darum®, indem in der letzten Mantissenstelle eins abgezoge

und dazu addiert wird. Nun kann es passieren, daB die Bedingung (22) fiir d

Angenommen, A ¢ y = 0 fiir ein y €ER" | Fiir ein beliebiges remr gilt dann: Start-X nicht erfiillt ist. In diesem (allerdings seltenen) Fall wird iteri

F(X + Ay)= X + A+ y-R(A(X+Ay) =b) =x4dy - A-RAy=xtly ,

(24)  repeat X*L:i=Reb 4 (T-R- A xK unei) XK g,

also jedes ; + Ay ist Fixpunkt von f. Wire y 4 0, so gdbe es ein AER, so
daB x + Ay auf dem Rand von_ X Tiegt. Das wdre aber ein Widerspruch zu Bis jetzt haben wir ein mathematisch hinreichendes Kriterium angegeben:
f(X) < x wegen f(x +Ay) = x + Ay € f(X). Also ist y = 0 der einzige Vektor wenn Bedingung (23) erfiillt ist, dann gelten die Folgerungen des Satzes.
aus R" mit Ay = 0, d.h. A ist nicht singulir. Die Frage ist was passiert, wenn (23) nicht erfiil1t werden kann oder wie

dieser Fall zu bewerten ist. Anders ausgedriickt inwieweit ist Bedingung (2
Bleibt noch zu zeigen, daB ; in X liegt, also R nicht singular ist. Denn an- notwendig fiir die Konvergenz des Gleitkomma-Verfahrens bzw. unter welchen
genommen, es sei yE€R' mit Ry = 0. Dann existiert A‘ly wegen A reguldr und zusdtzlichen Voraussetzungen? Betrachten wir die Iteration (24). Ohne auf
fiir beliebiges A ERgilt mathematische Hintergriinde einzugehen sei angegeben, daB man die Iteration

(24) so umschreiben kann, daB dann und nur dann, eine EinschlieBung berech

A1 a ] T R s |
fx + A Ty)=x+2A Ty-R(A(x+2A Ty)-b)=x+)A Ty+ARy=x+IA Ty , net wird, wenn der Spektralradius von I - RA kleiner als 1 ist. Das ist ei

also jedes X + 2A 1y ist F1xpunkt von f. Wiare y % 0, so auch A” y $+ 0 und bestmdgliches Ergebnis (fiir Details siehe [31]).
e et wa ok y wt den Rand ;On X ]1993 Aiai Wi;i(iier Der entscheidende Fortschritt ist, daB nur gesicherte Information an den Be
wieder ein Hiderspruch Ze f(¥? E-X wegén F(ﬁ f } y} % " g ‘ nutzer weitergegeben wird. Entweder die LBsung oder (wenn das Gleichungs-
Ao Targh g = Hnuncs skl b Sl SSogelar b von ) system nicht ldsbar ist oder die Rechengenauigkeit nicht ausreicht) eine er
Insgesamt gilt also: sprechende Meldung.
Satz: Seien A,R nxn-Matrizen und b € R" Gilt dann fir einen Praktische Erfahrungen haben gezeigt, daB (24) fast immer fiir k = 1 erfill{
- Interva;1vekt0r X (mit n Komponenten) ist, in sehr seltenen Fillen wird einmal k = 3. Im unten angegebenen Algori
mus wurde k = 10 noch zugelassen. Das bedeutet keinen signifikanten Mehrauf
(23) B b Tos Rl « ¥ o f’ wand, da die Rechenzeit flir einen Schritt in (24) nur n2 betrdgt. In jeden
- Falle sind alle Ergebnisse sicher.
dann - gibt es eine Ldsung ; von Ax = b
- ist diese LOsung eindeutig bestimmt und Mit diesen Vorbereitungen kinnen wir bereits einen Algorithmus angeben:

- die Ldsung x Tliegt in X .

Mit diesem Satz ist ein einfaches Verfahren gegeben, fiir eine gegebene Menge X
auf dem Rechner nachzupriifen (zu beweisen), ob X die Ldsung von Ax = b ent-
hdlt und gleichzeitig noch die Eindeutigkeit der LOsung zu beweisen.
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(1) Berechne eine Naherungsinverse R mit einem geeigneten Algorithmus
(2) Berechne eine EinschlieBung ¥0 : = z: = R «b mit maximaler Genauigkeit
(3) Berechne eine Einschliefung B:= T - RA mit maximaler Genauigkeit
kK
(4) repeat W+l oz4p & ¥ until (Xk+1 S X or k >10)
(5) if Xk+l & ;k then { Das Gleichungssystem Ax = b ist ldsbar;
o - Die Losung x ist eindeutig bestimmt;
es gilt X € Xk+1}
else { Das Gleichungssystem ist singuldr oder

mit der verwendeten Rechengenauigkeit mit
diesem Verfahren nicht ldsbar }

Algorithmus 1. Lineare Gleichungssysteme

In Schritt (1) ist irgendein Gleitkomma-Algorithmus verwendbar, etwa Gaul
oder GauB-Jordan. Es sei nochmals betont, daB an die Genauigbeit von R keine
Voraussetzungen gekniipft werden; durch die Inklusion Xk+1‘§ Xk wird die
Nicht-Singularitdt von R vom Rechner bewiesen. In den Schritten (2), (3) und
(4) des Algorithmus 1 ist wesentlich, daB alle Verkniipfungen nach dem Prin-
zip des Semimorphismus ausgefiihrt werden, Man erhdlt dann maximale Genauig-
keit bei der Auswertung der zu berechnenden Ausdriicke, Die betreffenden Ver-
kniipfungen und Genaueres zur Implementierung sind in [0], [24]1, und [30]

detailliert ausgefiihrt.

Fiir diese einfache Version eines Algorithmus fiir 1ineare Gleichungssysteme
gibt es zahlreiche Verbesserungen (siehe [24], [30], EB}}). Hier sei nur an-
gefiihrt, daB es wesentlich besser 1§t nicht die Ldosung x selbst, sondern die
Differenz zu einer Niherungsldsung x einzuschliePen. In diesem Fall schreibt
sich Schritt (2) in Algorithmus 1:

(2) x:=R » b; X°:=z: = -R(Ax - b) intervallarithmetisch.

- . wop = k+1
Die Losung x von Ax - b = 0 Tiegt dann in x + X" ".
Wir wollen einige praktische Ergebnisse des vorgestellten Algorithmus ange-

ben und auf numerische Schwierigkeiten bestimmter Gleitpunktverfahren hin-

weisen.
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Zundchst wurde mit einer weitverbreiteten Anlage gerechnet, die mit 8 1/2
Dezimalstellen arbeitet. Alle Eingabedaten sind exakt, d.h. ohne Konvertie-
rungsfehler in der Anlage darstellbar. Als erstes betrachten wir folgendes
lineare Gleichungssystem (siehe [24]):

(25) -8392848 - x -3566221 - y -3799934 - z = -15759003
1699109 « x +3679519 - y +2370515 « z = 7749143
-6693739 - x +113298 -+ y -1429419 « z = -8009860 .

Offenbar ist die Summe von erster und zweiter Zeile gleich der dritten Zei-
le, das Gleichungssystem also singuldr. Es wurde auf (25) der Gleitkomma-
GauB-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung angewandt (das Verfahren fiir Tine
are Gleichungssysteme) und anschlieRend in Gleitkomma die Residueniteration
(19). Die Residueniteration, natiiriich doppeltlang gerechnet, stand nach
einem Schritt, also xlzxo. Dies sollte ein sicheres Zeichen sein fiir beste
Kondition. In Wirklichkeit ist aber das Gleichungssystem singuldr, hat also
die schlechteste Kondition, die iberhaupt mdglich ist. Das heift: Andert ma
eine Komponente der Matrix oder der rechten Seite um einen beliebig kleinen
Wert, dndert sich die Ldsung beliebig viel oder das Gleichungssystem wird
sogar unldsbar! Der oben vorgestellte neue Algorithmus gibt hier die Meldun
aus, daB das System nicht ldsbar ist.

Eine bekannte Technik ist, die Daten ein klein weniq abzuindern und aus der
Knderung der Ldsung auf die Kondition des Problems zu schliefen. Wie wir an
Beispiel (17) gesehen haben, ist diese Methode HuBerst gefdahrlich. Nach den
Ergebnissen (18) sieht (17) sehr gutmiitig aus. Der vorgestellte neue Algo-
rithmus gibt fiir Problem (17) als Ldsung aus

x € [-1800000, 2200000]
y € [-2200000, 1800000]

Wie wir gesehen haben ist das das Bestmdgliche, wenn b1 und b2 in den ange-
gebenen Grenzen variieren. Die Ldsung ist hier natiirlich kein Punkt mehr,
sondern eine Menge. Bei herkimmlichen Verfahren besteht nicht die MogTichkei
fiir einzelne Komponenten ganze Bereiche einzusetzen,
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In dem vorgestellten neuen Algorithmus gibt es die Mdglichkeit, statt "Punkt-
daten" auch fehlerbehaftete Koeffizienten einzugeben (siehe [30]1). Der Algo-
rithmus berechnet dann tatsdchlich die Menge aller mgglichen Ldsungen, und
swar in scharfe Schranken eingeschlossen. Wie wir in Beispiel (17) gesehen
haben, kann diese EinschlieBung sehr groB werden (bei schlecht konditionier-
ter Matrix). Das heiBt dann aber nichts anderes, als dap derartige extreme
Unterschiede in der Losung tatsdchlich vorkommen. Denn wenn die Daten ein-
mal mit Fehlern behaftet sind, kann die Toleranz jeder einzelnen Komponente
ja in jeder Richtung angenommen werden, oder auf einmal immer zu kleine Wer-
te annehmen oder wie auch immer. D.h., an den Ergebnissen des neuen Algorith-
mus kann die maximale Toleranz der Daten (MeBwertgeber etc.) fir eine Min-
destgenauigkeit der Losung abgelesen werden.

Als nichstes betrachten wir die

(26) Hilbert 7x7 Matrix.
Nach der Definition lautet die ij-te Komponente

s il -1
Hij' = (i+j-1) © .

Um die Matrix iberhaupt exakt speichern zu kinnen wurde mit dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen aller Nenner multipliziert. Dadurch bleibt die Kondi-
tion gleich, alle Komponenten sind jedoch ganzzahlig und exakt darstellbar

ohne Konvertierungsfehler. Die rechte Seite wird zu (1,1,1,1,1,1,1) vorge-
geben. Es ergibt sich

Gl1k-GauB Fehler neuer Algorithmus Fehler
11.658203 67% 7 0
-522.74219 56% -336 0
5583.7500 48% 3780 0
-23826.750 42% -16800 0
47546.500 37% 34650 0
-44423.000 34% -33264 0
15679.250 31% 12012 0

Wie man sieht liegt der minmale Fehler der Gleitkomma-Naherung bei 31% (wo-
hingegen er bei 8 1/2-stelliger Rechnung bei 0.000005% liegen sollte).
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Zufdlligerweise sind die Losungen ganzzahlig, so daB der neue Algorithmus so-
gar die exakten Losungen ausgibt. Ist das nicht der Fall, ist das Ergebnis
fiir 1/3 etwa

4

3 -

Ubrigens wurde Schritt (5) im neuen Algorithmus genau einmal ausgefihrt. Fiir
Spezialisten noch die Information: Die Summennorm von I - RA ist 1.7 im Bei-
spiel (26), so daB von der Abschdtzung her die Residueniteration (19) nicht
konvergienen dirfte. Bedingung (22°) stellt also ein schirferes Kriterium fiir
die Konvergenz dar als Normabschidtzungen.

Die griBte Hilbert-Matrix, die in 12-stelliger Mantisse noch exakt darstell-
bar ist, ist die

0.3333333

(27) Hilbert 15x15 Matrix.

Ein Gleichungssystem mit dieser Matrix (Konditionszahl ~1022) und rechter
Seite (1,2,3,4,5,6,7,8,7,6,5,4,3,2,1) wurde auf einem 12-stelligen Rechner
gelost. Nach 2 Iterationen in Schritt (5) des neuen Algorithmus kam das Er-
gebnis:

Glk-GauB neuer Algorithmus
-0.00000370144248083 -0.0057899925470
0.000390101713089 1.14415175303
-0.00993527792450 -55.541935890%2
0.10510498172 1227.3136752]
-0.556103731082 ~14632.1958520
1.52452075214 107653. 53043,
-1.76642775931 -523134,22538]
-0.959186415565 1748857.80472
4.90243939872 —4114391.8270%
-4.09472893569 6869251.6291
-0.796632647673 —8093808.1800g
1.88744082265 6579048, 8554
1.12694074067 ~3510155. 12697
-2.02683453639 1106162.42293
0.663018130949 ~156024.600300
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Fiir viele Komponenten stimmt nicht einmal mehr das Vorzeichen der Gleitkom-
ma-Niherung. Programmiert man den neuen Algorithmus mit den in [12], [15] an-
gegebenen Algorithmen fiir die Arithmetik auf dem erwidhnten Z 80-Rechner, ist
der Aufwand der Dreifache gegeniiber dem Gleitkomma-GauB-Algorithmus, und
zwar unabhdngig von der Anzahl der Unbekannten, Das mag im Moment viel er-
scheinen, jedoch

- sind alle Ergebnisse sicher,

- sind keine Kontrollrechnungen notwendig

- ist der Algorithmus auch Laien zugdnglich,

- wird nur mit einfacher Genauigkeit gerechnet und
- wird sehr hohe Genauigkeit erzielt,

8  Anwendungen

Mit Algorithmus 1 sind eine Reihe weiterer Probleme geldst, namlich

- Matrixinversion
- Beweis der Nicht-Singularitdt einer Matrix
- positive (Semi-) Definitheit einer Matrix.

In jedem Fall ist das Ergebnis sicher, bewiesenermaRen richtig. Samtliche
Verfahren (wie auch die folgenden) gelten entsprechend fur komplexe Daten.

Eine weitere Anwendung wiren etwa Eigenwert/Eigenvektor-Probleme, Nullstel-
len von Polynomen, Optimierung u.d. Wir geben hier zundchst einen allgemei-
nen Algorithmus an fiir nicht-lineare Gleichungssysteme, Zur Anwendung auf
die oben genannten speziellen Teilprobleme 18Rt sich dieser Algorithmus na-
tiirlich ebenfalls spezialisieren und wesentlich verbessern. Wir bengtigen da-
zu folgenden Satz:

satz. Sei f: R~ R eine stetig differenzierbare
Funktion und R eine beliebige nxn Matrix. Gi]thUr einen
Vektor ;E R" und einen Intervallvektor X mit x € X

(28) X =R+ f(x) + {I-R= w(m}-(X-;)EXs

dann
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- ist die Gleichung f(x) = 0 lgsbar,
- gibt es ein x € X mit f(x) = 0,
- ist x in X eindeutig bestimmt.

In Formel (28) ist die Auswertung von f(;) und f*(X) ein Problem, Prinzi-
piell ist hier jede Methode brauchbar, die die Werte von f(;) und (F'l(xl)
...,f'n(xn)) fiir alle X; € X (sicher) einschlieBt. Natiirlich ist man an e
moglichst scharfen EinschlieBung interessiert, Ersetzt man in der Auswer-
tung von f und f' alle Operationen durch die entsprechenden Intervallopera

tionen, ist die EinschlieBung zwar gewdhrleistet, jedoch unter Umstinden
nicht scharf.

Betrachten wir als Beispiel

(29) 100x* - y* + 2% fir x = 328776 und y = 1039681 .

Auf einem 12-stelligen Rechner ergibt sich hier als
Gleitpunkt-Ngherung -2 000 000 000 000 ,

und bei Ersetzen der Gleitpunkt-Operationen durch die entsprechenden Inter-
vall-Operationen

naive Intervallrechnung [-2 000 000 Q00 600, + 2 000G 000 000 0007 .

Diese Information ist zwar richtig, doch wenig signifikant. Daher wurde eir
neuer Algorithmus entwickelt, der den Wert beliebiger arithmetischer Aus-
driicke mit maximaler Genauigkeit berechnet. Dabei ist die neue Arithmetik
unerldBlich (siehe [12], [15]). Mit maximaler Genauigkeit heiBt hierbei:
bis auf die letzte Dezimalstelle genau in Schranken eingeschlossen. In Bei-
spiel (29) berechnet dieser neue Algorithmus den Wert der Formel zu

[1,1]

D.h. der Wert von (29) ist exakt 1 (und nicht minus 2 Billionen). Die Re-
chenzeit dieses neuen Algorithmus ist dabei etwa gleich der Zeit die beno-
tigt wird, um den Ausdruck gleitpunktmdRig auszuwerten, vorausgesetzt, die
Gleitpunkt-Ndherung ist nur in etwa angendhert der tatsichlichen Ldsung.
Ist das nicht der Fall, so
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1) bemerkt dies der neue Algorithmus und

2) berechnet in einem ndchsten Lauf den genauen Wert
des Ausdrucks.

Im Prinzip werden die gemachten Fehler erkannt, berechnet und verbessert. Im
Beispiel (29} etwa ist die Rechenzeit gerade die doppelte gegeniiber der der
Gleitpunkt-Rechnung mit der Naherung -2 000 000 000 000 fir das exakte Ergeb-
nis +1.

Im folgenden werden "Gleitpunkt-Ergebnisse" den Ergebnissen "der neuen Algo-
rithmen mit sauberer Arithmetik" gegeniibergestellt. Mit Gleitpunkt-Ergebnis-
sen sind dabei immer Ergebnisse gdngiger Gleitpunkt-Algorithmen gemeint (al-
so etwa GauR fiir 1ineare Gleichungssysteme). Die Ergebnisse der neuen Algo-
rithmen bezeichnen das Ergebnis der jeweils fiir die gegebene Problemklasse
neu entwickelten Algorithmen unter Verwendung der neuen Arithmetik. Dabei
wird fiir die Berechnung von Ausdriicken auch der eben beschriebene "Formel -
auswerter" verwendet.

Kehren wir zu allgemeinen, nicht-linearen Gleichungssystemen zurlick. Hier
geschieht also die Auswertung von f{;() und f'(X) in (28) mit dem Formelaus-
werter, R ist eine Ndherungsinverse von f‘(;). Es sei wieder betont, daB kei-
nerlei Information iiber das nicht-lineare Gleichungssystem (Losbarkeit etc.),
uber ; oder die Matrix R (Nicht-Singularitdt) dem Benutzer bekannt zu sein
braucht. Er, der Benutzer, gibt sein Problem dem Rechner und dieser beweist
alles Notwendige selbstdndig. D.h. die Algorithmen arbeiten vdllig automa-
tisch ohne zusdtzliches know how und ohne Mehraufwand des Benutzers.

Fiir den Algorithmus zur Losung nicht-linearer Gleichungssysteme gibt es vie-
le spezielle Anwendungen. Zum Beispiel ist ein Polynom p(x) ja ein nicht-
lineares Gleichungs"system" mit einer Gleichung. Formel (28) schreibt sich
fiir Polynome p(x)

X = p(x)/p' (X) + {1-p' (X)/p(x)} = (X = X) € X .

Hierbei werden die Funktionsauswertungen natiirlich wieder von unserem Formel-
auswerter iibernommen. Was passiert, wenn man dies nicht tut sondern gewthn-
Tiche Gleitpunktrechnung verwendet veranschaulicht folgendes Beispiel:

(30) p(x) = 543339720 x° - 768398401 x° - 1086679440 x + 1536796802.
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Gegentibergestellt werden in der nachstehenden Tabelle erstens das Horner-
Schema (der iibliche Algorithmus zur Polynomauswertung) mit gewshnlicher
Gleitpunkt-Arithmetik und zweitens das neue Verfahren zur Polynomauswertun

(ein Spezialfall des Formelauserters). Das Beispiel wurde gerechnet auf eir
12-stelligen Rechner:

X (p(x) Gleitpunkt-Horner p(x) neuer Algorithmus
1.41421356238 0.01 0.000000000000073271924711?
1.41421356100 -0.01 +D.00000000289746134363

Das erste Beispiel bedeutet also etwa
7.3271924711710—14 < p(1.41421356238) < 7.3271924711810-14 .

Das ist das schérfste Ergebnis, welches mit 12-stelliger Rechnung erzielt
werden kann,

Im zweiten Beispiel stimmt nicht einmal mehr das Vorzeichen der Gleitpunkt-
Niherung. Bei der Nullstellensuche werden gerade die Punkte mit kleinem
Funktionswert gesucht,

Was bei der Nullstellensuche bei Polynomen passieren kann, erhellt folgen-
des Beispiel:

(31)  p(x) = 67872320568 x° - 95985056257 x> - 135744641136 x + 1919719125

Auf dieses Polynom wurde auf einem 12-stelligen Rechner das Newton-Verfah-
ren angewandt mit dem Startwert x® := 2. Alle Koeffizienten sind in 12-stel
liger Mantisse exakt darstellbar. Die Polynomwerte wurden nach dem Horner-
Schema mittels Gleitpunktrechnung ermittelt:
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1.73024785661 2.69810-01
1.57979152125 1.50510-01
1.49923019011 8,05610-02
1.45733317058 4.19010-82
1.43593403289 2.14010—02
1.42511502231 1.08210-02
1.41967473598 5.44010-03
1.41694677731 2.72810-03
1.41558082832 1.36510-03
1.41489735833 6.83510-04
1.41455549913 3.41910~G4
1.41438453509 1.71010-04
1.41429903606 8.55010-05
1.41425628589 4.27510-05
1.41423488841 2.14010-05
1.41422414110 1.07510—05
1.41421847839 5.66310-06
1.41421582935 2.64910-06
1.41421353154 2.29810-06

1.41421353154
1.41421353154
1.41421353154
1.41421353154
1.41421353154

- OO0 0O0OO0O

In obenstehender Tabelle sind Tinks die Iterierten xk und rechts die Diffe-
renz zweier aufeinanderfolgender Iterierter gk - xk+l angezeigt. Diese Dif-
ferenz ist immer positiv (oder Null), d.h. die Iteration ist monoton fal-

lend. AuPerdem fillt die Differenz selbst monoton, d.h. zwei aufeinanderfol-
gende Iterierte haben immer kleineren Abstand ("konvergieren"). SchlieBlich
wird die Differenz Null, d.h. die Iteration hat einen Fixpunkt. Mathematisch

wiirde daraus folgen:

k k
xk:xk+1=xk-ﬂ(x_l’(_ ==> M_‘}r_ =0 :=>p(xk):0_
(x7) p'(x")
D.h. das Polynom p aus (31) hdtte eine Nullstelle:

p(1.41421353154) = 0 .

Wir schreiben im Konjunktiv, denn "xk = xk+1" gilt ja nur nach einer Gleit-
punktrechnung, eine mathematische Schlupfolgerung wie oben ist also nicht
zuldssig.

259

Bei der obigen Gleitpunkt-Iteration deutet alles auf "Konvergenz" und dahe
auf eine Nullstelle bei x = 1.41421353154 hin. Das ware nicht passiert, hd
te man p(x) und p'(x) nicht mit gewthnlicher Gleitpunktrechnung sondern mi
dem neuen Algorithmus zur Auswertung von p(x) mit maximaler Genauigkeit be
rechnet. Wendet man gleich den neuen Algorithmus zur EinschlieBung von Nul

stellen von Polynomen an, so erhdlt man die Antwort:

"Bei x = 2 kann keine Nullstelle gefunden werden".

Tatsdchlich sieht der Graph von p(x) wie folgt aus:

p(x)

Es gibt also gar keine Nullstelle, der Gleitpunkt-Algorithmus hat nur eine

Nullstelle vorgetduscht. Mit dem neuen Algorithmus und der sauberen Arith-
metik berechnet man ibrigens

1.00018250381 < p(1.41421353154) < 1.00018250382 .

Nach der Gleitpunkt-Rechnung sollte der Wert an dieser Stelle gleich Null
sein. Wie man aus dem Graph erkennt, ist das Minimum fiir x > 0 etwa 1,
von Nullstelle kann also gar keine Rede sein. -

Der Mathematiker sieht den Zahlen der Iteration natiirlich an, daB hier ein
schlecht konditioniertes Problem vorliegt. Die neuen Algorithmen sollen
aber helfen zu vermeiden, daB solche Zahlenkolonnen iberhaupt angeschaut
werden miissen und daB ein Benutzer durch die gleitpunktmiBig erzielte Aus-
sage "p(1.41421353154) ist Fixpunkt" nicht in die Irre geleitet wird.
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Kommen wir zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer (beliebi-
gen) Matrix. Das Eigenwert/Eigenvektor-Problem kann als nicht-lineares Glei-
chungssystem geschrieben werden:

Ax - Ax
e 'x - ¢

i
o o

fiir eine Nomierungskonstante ¢ .
Der obige Satz fiir nicht-lineare Systeme ist wieder anwendbar. Besonders

hier lassen sich gegeniiber dem allgemeinen Satz wieder erhebliche Verbes-
serungen angeben (siehe [30]). Insbesondere ist es moglich, die Eindeutig-
keit eines Eigenwerts in einem Bereich zu zeigen und/oder zu zeigen, daB in
cinem Bereich mit Sicherheit kein Eigenwert liegt. Das ist besonders fiir
Eigenschwingungen hochinteressant. Ein schlecht konditioniertes Beispiel
ist etwa

(32) die Hilbert 7x7 Matrix.

Es wurde ein Standard-Gleitpunkt-Algorithmus (aus einer Bibliothek) zur Be-
rechnungvon Naherungen fiir Eigenwerte und Eigenvektoren angewandt. Fiir einen
Eigenwert ergab sich (bei 8 1/2 stelliger Rechnung):

Gleitpunkt-Naherung neuer Algorithmus

1
+1.25906130 .10—3

-2.1705692,4-3
In der rechten Spalte ist das Ergebnis des neuen Algorithmus (ebenfalls mit
8 1/2 stelliger Rechnung)mit sauberer Arithmetik angegeben. Das Ergebnis ist
zu lesen als 1.25906130 < 1000 X < 1.25906131. Von der gleitpunktmdBig er-
rechneten Naherung ist nicht einmal mehr das Vorzeichen richtig. Der neue
Algorithmus unter Verwendung der neuen Arithmetik gibt 8 sichere Stellen
aus.

Weiter ergibt sich eine direkte Anwendung auf Optimierungsprobleme. Und zwar
kann fiir
lineare Optimierung,
quadratische Optimierung und
konvexe Optimierung

von einer Naherungsldsung bewdlesen werden, ob sie wirklich optimal ist
oder nicht.

261

Betrachten wir folgendes Beispiel:

Eine Erddlraffinerie steht vor dem Problem, wieviel Erdsl sie
im Durchschnitt jdhrlich verkaufen soll und wieviel lagern, also
etwa x Mill. Barrel verkaufen, y Mill, Barrel lagern. Da Lagern
Verluste bringt, soll mit geeigneten Konstanten a,p gelten

ax = gy > 0.

(33) Andererseits entsteht durch Lieferung und Vertrdge eine Lieferungs-

verpflichtung, eine Reserve soll bleiben, d.h. es darf nicht zu
viel verkauft werden:

YX - 8y < e.
SchlieBlich soll der Gewinn maximiert werden, also
X — ny = Max!

Das Beispiel wurde mit Konstanten (a,B,y,8,e,2,n) = (470831.9,665857,
665857, 941664.2, 1.02, 19975710000, 28249914000) auf einem 12-stelligen (!)
Rechner bearbeitet. Dieser ermittelte den

(Gleitkomma) maximalen Gewinn zu 3.06 Milliarden DM,

In Wirklichkeit ist

(neuer Algorithmus) maximaler Gewinn 5.65 Milliarden DM.

Der neue Algorithmus mit der neuen Arithmetik beweist zum einen, daR das Er-
gebnis mit Sicherheit dem maximalen Gewinn entspricht und berechnet zum zwei
ten diesen maximalen Gewinn auf 12 sichere Stellen genau.

Die Crux gerade bei Optimierungsproblemen ist, daB ein Ergebnis zwar meist
den Nebenbedingungen geniigt, es allerdings keineswegs auch die optimale Li-

sung sein muB, Der neue Algorithmus beweist die Optimalitidt, alle Ergebnisse
sind sicher,

Kommen wir noch einmal zur Berechnung von arithmetischen Ausdriicken zuriick.
Dieses grundsdtzliche Problem kann nicht genug betont werden.
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Denn wenn nicht einmal die Auswertung einer einfachen Formel ein richtiges
Ergebnis liefert, was kann dann ein Algorithmus noch bringen, in dem ja sol-
che Auswertungen laufend vorkommen. Betrachten wir noch ein Beispiel:

(38) o - 2 - Loy’

fiir x = 10081 und y = 8520
ergab auf einem 16-stelligen Rechner (1) mit

Gleitkomma-Rechnung 0

statt dessen erhdlt man mit der neuen Arithmetik auf einem 12-stelligen
Rechner mit dem

neuen Algorithmus das korrekte Ergebnis -1.

Dieses Beispiel spricht fir sich.

Tatsichlich lassen sich solche Beispiele in Fiille angeben. Betrachten wir
etwa das Polynom

(35) -22300658)(3 + 1083557822x2 - 1753426039x + 945804881

in dem Bereich B := 1.61801916...1.61801917.

Zunichst wurden die Funktionswerte von (35) im Bereich B mit dem Horner-
Schema und gewdhnlicher Gleitpunkt-Arithmetik auf einer 16-stelligen, weit-
verbreiteten GroBrechenanlage berechnet. Es ergab sich folgendes Bild:

4-84-5?
x
x X x ¥ x » x x x X X x ¥ x x o
«
> ® x w ¥ ® X w ® > E » ¥
g : # * # * y 3
4.!.18b’l&46 41804343

i -34 x ® ® %
0k

Gleitpunkt-Hornerschema (16-stelliger Rechner)
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Dann wurden die Funktionswerte von (35) im Bereich B auf einem 12-stelligen

Rechner mit dem neuen Algorithmus und der neuen Arithmetik berechnet. Jetzt
ergab sich folgendes Bild:

1

) -

. -
.

AE1801306" . 2.41801917 X

.
e
Ml

-
LR

neuer Algorithmus (12 stelliger Rechner)

Zum einen waren samtliche Funktionswerte im zweiten Bild mit Sicherheit auf
12 Dezimalstellen richtig. Zweitens waren von allen Werten im ersten Bild
in keinem Fall nicht einmal eine Stelle richtig (gerechnet auf einem 16-
stelligem Rechner!). Und setzte man drittens den maximalen Funktionswert

im Bereich B im zweiten Bild (also den wahren maximalen Funktionswert) zu

einem Centimeter

fest, so entspricht der maximale Funktionswert im Bereich B im ersten Bild
(16-stellige Gleitpunktrechnung) der Hohe des

Empire State Building .

Neue Algorithmen wie die bereits besprochenen wurden auch fiir grofe, schwach-
besetzte Gleichungssysteme entwickelt. Wie in allen neuen Algorithmen sind
auch hier die Ergebnisse in jedem Fall sicher.



264

SchlieBlich ergibt sich bei Anwendung des obigen Satzes auch ein Algorithmus
fiir nicht-lineare Gleichungssysteme. Die vielen Beispiele oben sind ja alles
Spezialfdlle von nicht-linearen Gleichungssystemen, so daB leicht ausmalbar
ist, was bei voller Allgemeinheit alles passieren kann und passiert. Zum
Beispiel kann eine Formelauswertung direkt als nicht-lineares Gleichungs-
system geschrieben werden, wie etwa Beispiel (29):

n

(36) x - 328776
y - 1039681
100x4-y4 + 2y2 -z=0

Ein solches Gleichungssystem kann selbst auf einem 20-stelligen Rechner
nicht geldst werden, da auf einem solchen Rechner selbst wenn man die rich-
tige Losung (328776, 1039681,1) einsetzt, nicht O herauskommt. Wie wir ge-
sehen haben, ist das Ergebnis von (36) auf einem 12-stelligen Rechner fir

(37) (x,y.z) = (328776, 1039681, -2000000000000)

genau (0,0,0). (37) miBte also eine Lgsung sein! Der neue Algorithmus fin-

det selbst auf einem 8 1/2-stelligen Rechner die Losung von (36) und schlieBt

sie optimal ein. In diesem Fall sogar exakt, da die Ldsung ganzzahlig in
8 1/2 Stellen exakt darstellbar ist.

Der neue Algorithmus fiir nicht-Tineare Gleichungssysteme wurde auf verschie-
denen Rechnern implementiert und getestet. Die Rechenzeit betrdgt 2n3 plus
n2 Funktionsauswertungen bei vollbesetzter (!) Jacobimatrix. Die Elemente
der Jacobimatrix werden automatisch numerisch (nicht symbolisch) berechnet
ohne Hinzutun des Benutzers. Es wurden nicht-lineare Systeme bis zur ober-
sten Hauptspeichergrenze (ohne Auslagerung) geldst (; 400 x 400). In jedem
Beispiel unterschieden sich Tinke und rechte Grenze der Ergebnisbereiche nur

um wenige Bit.

9  SchluBbetrachtung

Es wurden neuartige Algorithmen vorgestellt fiir verschiedenste Aufgabenbe-
reiche in der Numerik. Die Algorithmen geben nur bewiesenermaBen richtige
Ergebnisse aus. Die Ergebnisse sind von hoher Genauigkeit, d.h. auf einem
12-stelligen Rechner sind die Ergebnisse i.a. auf wenigstens 11 Stellen

garantiert. Der wesentliche Fortschritt liegt neben der hohen Genauigkeit
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der Ergebnisse in der Tatsache, daB jedes Ergebnis mit Sicherheit richtig
ist.

Die Rechenzeit filir alle vorgestellten neuen Algorithmen ist von der Grofen
ordnung wie die gangiger Gleitpunktalgorithmen, Die neuen Algorithmen sind
sogar oft schneller als herkdmmliche Gleitpunktalgorithmen, da sie mit ge-

ringerer Stellenzahl bereits arbeiten. In die Reihe der Beispiele sei ein-
gefiigt:

(38) 37639840x - 46099201y = 0

-1

29180479x - 35738642y

Der eingebaute Standardalgorithmus einer weltweit verbreiteten Grofrechen-
anlage mit Mantissenlange 16 Dezimalstellen liefert als Gleitpunkt-Naherunc

28869851.52297299
23572135.06039856 .

n

14

Y

Unser neuer Algorithmus mit der neuen Arithmetik findet auf einem 12-stellq
gen (!) Rechner die exakte Losung von (38):

46099201.0
37639840.0

Y

Die mit dem 16-stelligen Rechner erzielten Niherungen sind in keiner einzi-
gen Dezimale richtig. Abgesehen davon.ist ein Vergleich der Algorithmen, Er
gebnisse oder Rechenzeiten gar nicht zuldssig, da Gleitkomma-Algorithmen nu
Naherungen Tiefern, die neuen Algorithmen dagegen nur bewiesenermaBen rich-
tige Ergebnisse.

Man betrachte bei allen Beispielen die GréBenordnungen: Bereits so wenige
Operationen kdnnen einen derartigen Unsinn produzieren.

Es kinnen auch mit Fehlern behaftete Daten behandelt werden. Die Losung ist
in diesem Fall gleich der Menge aller Losungen, die bei irgendeiner Kombina
tion der Eingabedaten entsteht, es werden also simtliche Kombinationen von
Abweichungen der Daten betrachtet, Diese Losung wird von den neuen Algorith
men scharf und mit Sicherheit eingeschlossen. Durch die Mdglichkeit, unge-
naue Daten eingeben zu kinnen ist es auch méglich, maximale Toleranzen von
MeBgebern, Materialkonstanten etc. zu ermitteln, also die empfindlichen
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Stellen eines Problems aufzudecken. SchlieBlich konnen auch Sicherheitsge-
biete festgestellt werden etwa durch den Beweis der Nicht-Existenz einer
Eigenschwingung in einem Bereich.

+++4+++4+++  Intervall-Newton-Verfahren in PASCAL-SC

BEGIN (% HAUPTPROGRAMM %)
WRITELN ("ANFANGSINTERVALL EINGEBEN. ETWA [14+1.517)3
IREADC INPUT X1 Ji
REPEAT
X0 = X13
XM = MITTE XOi
X1 2= ( XM = FKT{(XM)/ABL(XO0) ) ##* XOi
IWRITEC OUTPUTsX1 )§ WRITELN
UNTIL X0 = X1
END.

Die Firma IBM hat als erste die neue Arithmetik in ihre Rechenanlagen Uber-
nommen. Eine grofe Anzahl von Algorithmen wird unter dem Namen ACRITH als
Programmprodukt vertrieben [35], [36]. Nach einem ersten und zweiten Release
in den Jahren 1983 und 1984 ist im Oktober 1985 ein weiterer, umfangreicher,
dritter Release angekiindigt worden.

++++++++++ Intervall-Newton-Verfahren in gewoehnlichem PASCAL
Es folgt eine Demonstration einiger Algorithmen wie sie auf dem erwdhnten
Z80-Rechner implementiert sind. Eine ausfihrliche Beschreibung der verwende-
ten Programmiersprache PASCAL-SC und die Implementierung auf IBM-PC wird in
einem demnichst erscheinenden Buch [37] erfolgen. Dort sind zwei Disketten
fiir den IBM-PC beigelegt mit dem PASCAL-SC Compiler, einem Syntax priifenden
Editor und den Programmen fir die neuen Algorithmen.

(#« HAUPTPROGRAMM#*
BEGIN WRITELNC® ANFANGSINTERVALL EINGEBEN ') 3§

READICINPUT X133

REPEAT X0:=X13j
MITTE(XO1XM) i
FET(XMsYM) §
ABL(XOsYO)S
DIVI(YM1YOsY) i
SUBI(XMyYsZ)3
DE(Z+X01X1)3§
WRITEI{(DUTPUT+X1)3

WRITELN
UNTIL EQ(X0:X1)
END.
+++++++++ Dies ist eine kurze Demonstration des Systems PASCAL-SC.
kb
~+4++4+++ Dar Rechner verfuegt ueber eine genaue Gleitpunkt-Arithmetik und o e kD

Ausfuehrung des Intervall-Newton-Verfahrens fuer

~=r++++++ ein genaues Skalarprodukt. Dies gestattet es» nicht nur Naeherungs- +Hdddbtdts F(X) = X # (X #% 9 - 1) - 1

-++++++++ loesungen eines Problems zu berechnens sondern es koennen sogar
+++++++++ Bereiche angegeben werdens in denen sich genau aine Loesung des
+++++++++ gestellten Problems befindet. Und dies fuer lineare Gleichungs-~
-++++++++ systeme ebenso wie fuer Eigenwerte/Elgenvektorens Nullstellen van

ANFANGSINTERVALL EINGEBEN. ETWA [1+1.53

# [1+1.6]
~+++s4++4  Pplynameny Loesung von Differentialgleichungen etc. Dabei wird die
+++++++++ Existenz und Eindeutigkeit der Loesung in den ausgegebenen C 1.0E+001 1.3E+001]
++4++++++ Schranken vom Rechner vollautomatisch bewiesen ohne jedes Hinzutunm C 1.0E+00 1.2E+001
+++++++++ seitens des Benutzers. L 1.07E+00» 1.09E+001]
Btk et C 1.07S5E+00 1.0741E+001]
+++++++++ Die Spracherweiterung PASCAL-SC (Pascal for Scientific Computatior r 1.0757659E+00 1.0757662E+001
++++eted+  gestattet esr die Programmp in einfacher und uebersichtlicher Form [ 1.075765086608E+00y 1.07574606609E+00]
c++++4++4++ zu entwerfen und zu schreiben.

R

+++++++++ Nachfolgend bezeichnen die Zeileny die mit ++++++++4+ beginnem
++4++++++ einen Kommentary die Zeilen die mit # beginnens eine Eingabe vom
+++++++++ vom Terminal aus.

ettt

++++++444+ Intervalle werden Jeweils bis zur ersten differierenden Stelle
+++++++++ gedruckt. Somit kann die Guete einer Einschliessung bereits optisch

+++++++++ an der Laenge C(Anzahl der Stellen) der linken und rechten Grenze
++++4+++++ egrkannt werden.

D

Bei der Programmierung des Intervall-Newton-Verfahrens in gewoehn
B L

lichem Pascal muessen die verwendeten Unterprogramme READIs MITTE
++++++++++ DIVIy SUBI» DS und WRITEI vom Benutzer programmiert werden. Das
++++++++++ sind etwa 180 lines of code. Bei der Programmierung in PASCAL-SC
++++++++++ sind alle Prozeduren vorprogrammiert und zudem in der leicht
++++++++++ lesbaren Operator-Schreibweise aufrufbar.
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++++++++++  Ausfuehrung eines kombinierten Gleitpunkt-Intervall-Newton-Verfahre
++++++++++ fuer die gleiche Funktion wie oben F(X) = X # (X **» 9 — 1) - 1

ANFANGSWERT EINGEBEN. ETWA 1.0
* 1.3

1.3000C00000CE+00
1.190465781455E+00
1.11558133052E+00
1.08181447152E+00
1.07592376424E+00
1.07576617573E+00
[ 1.075764086608E+00y 1.07576560564609E+001

++++++++++ Hier wird zunaechst gleitpunktmaessig iteriert und im letzten
++++++++++ Schritt erst eine Intervall-Iteration angesetzt.

B _
++++++++++ In jedem Fall wird vom Rechner automatisch bewieseny dags im
++++++++++ Ergebnisbereich genau eine Nullstelle der Ausgangsfunktion liegt.

++d bbbt
+tttrtrbbtddd

++++++++++ Der Algorithmus berechnet das Ergebnis nicht nur genau sondern aut
+++ddd+d++  schnellers als der in gewoehnlichem PASCAL programmierte Algorith

+++++d++++ mus. Und zwar fuer jedes Ekalarprodukts auch bei noch so grosser
+++++4++++  Ausloeschung.

Aufruf des Algorithmus zur genauen Berechnung von Skalarprodukten

Bitte Dimension eingeben @

* 3

Bitte XCils Y[i] eingeben (i=1..DIM) :
# 1000000.00 1000000.00

* 1.00 1.00
* 1000000.00 -1000000.00

Ergebnis des genauen Skalarprodukts :

SUMME = 1,000000000C000E+00

Ergebnis des Skalarprodukts programmiert in gewoehnlichem PASCAL @

SUMME = 0.0000000000000E+00
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B b S R
B g
*+++++++4++ Das Programm invertiert eine reelle Matrix A.
+++++++444+  eine Intervall-Matrix: die die Inverse von
++++++++++ enthaelt wobei die Nicht-Singularitaet der
+++++++44+  durch den Rechner bewiesen wird.

Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer Matrix.

Das Ergebnis is-
A bewiesenermassen
Matrix gleichzeitig

Das Programm LINV berechnet Schranken fuer die Inverse einer Matrix.
Geben Sie einen der folgenden Buchstaben ein:

wenn Sie selbst die Matrix eingeben wollen.

wenn die Matrix zufaellig erzeugt werden soll.
wenn eine Hilbertmatrix erzeugt werden soll.
wenn Sie aufhoeren wollen.

schaltet die Ausgabe der Zwischenergebnisse ein.
schaltet die Ausgabe der Iwischenergebnisse ab.

gibt nur die gleitpunktmaessig berechnete Naeherung als
Iwischenergebnis aus.

gibt diese Information aus.

DErFrOING

-

* 5

Welche Dimension?

* 2

Geben Sie die Matrix zeilenweise ein. Die Dimension ist 2.

* 11

* 9 9

1. Gleitpunktmaessig berechnete Inverse:

~F.99999999999E+11 1.11111111111E+11
1.00000000000E+12-1.11111111111E+11

2. Berechnung der Inversen durch neues Verfahrent

Gemessen an der Kondition der Matrix ist die Rechengenauigkeit

hicht ausreichends d.h. bei dem Problem ist grosse Vorsicht geboten.

Geben Sie HsS:Z oder Q@ ein. Die Beschreibung erhalten Sie durch I.
* 5
Welche Dimension?

* 2

Geben Sie die Matrix zeilenweise ein. Die Dimension ist 2.

* 941664 665857
* £65857 470832
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++++++++++ Algorithmus fuer lineare Gleichungssysteme.

++++++Ettt

$++++++++++ Das Programm berechnet eine bewiesene Einschliessung der Loesung
++4+++++++  eines linearen Gleichungssystems.

Das Programm berechnet Schranken fuer die Loesung eines
linearen Gleichungssystems.
Geben Sie bitte einen der folgenden Buchstaben ein:

S wenn Sie selbst die Matrix und rechte Seite eingeben wollen.

wenn Matrix und rechte Seite zufaellig erzeugt werden sollen.

wenn @ine Hilbertmatrix erzeugt werden soll. Die rechte Seite koennen.
sie dann selbst eingeben.

wenn Sie aufhoeren wollen.

schaltet die Ausgabe von Zwischenergebnissen ein.

schaltet die Ausgabe von Iwischenergebnissen ab.

gibt nur die gleitpunktmaessig berechnete Naeherung als
Zwischenergebnis aus.

1 gibt diese Information aus.

mZrae I™N

# 5

Geben Sie bitte die Anzahl der Gleichungen und die Anzahl der Unbekannten ein

* 3 2

Geben Sie die Matrix zeilenweise ein und dann die rechte Seite.
Einzugeben sind 3 Gleichungen in 2 Unbekannten.

6465857 -941664
470832 -4465857
470833 -463857
1

& ok K K kX ¥

0
£65858

1. Gleitpunktmaessig berechnete Naeherung ¥

1 &6.45858261006E+05
2 4.70832085775E+05

2. Durch den neuen Algorithmus wurde bewiesens dass die Matrix maximalen Rang

hat und dass die beste Approximation garantiert in folgenden Bereich liegt :

1 [ &.65858000000E+05, &.465858000001E+051
2 [ 4.70832707107E+05 4.70832707108E+051

Geben Sie H18:Z oder @ ein. Die Beschreibung erhalten Sie durch 1.

* Q

++++4+++++  OFfFensichtlich muss eine gleitpunktmaessig berechnete Naeherung
+4++++4++++ nicht notwendig viel mit der wahren Loesung zu tun habensy auch
+344++++4+ wenn ein so bewaehrter Algorithmus wie der Gauss’sche verwendet
4+ disi++ wird mit optimaler Arithmetik.

B g

+++4+++4+4+4+ Der vorliegende Algorithmus berechnet genaue Schranken fuer die
++++++++++ Loesung linearer Gleichungssystemey und zwar auch fuer ueber-
t4+++++4++++ pder unterbestimmte Systeme tmehr Gleichungen bzw. mehr Unbe-
++++++++4+ kannte). Im Fall ueberbestimmter Systeme wird die Loesung mit
++++++++++ kleinstem Residuums im Fall unterbestimmter Systeme die Loesung
4+++++++++  kleinster Laenge bestimmt.

e s et

+++++++4++ In jedem Fall wird durch den Rechner bewiesen: dass die Matrix
++++4+++++ des gegebenen Gleichungssystems maximalen Rang hat und zwar
++++++++++  automatisch ohne ein Hinzutun des Benutzers.

P e Ee
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1. Gleitpunktmaessig berechnete Inverse!
—1.66L664656666TE+0D 2.35702260396E+05
2.357022603946E+05-3.33333I3IIIIIIE+OS

2. Berechnung der Inversen durch neues Verfahren:?
Durch den Algorithmus wurde bewiesen:

das i i i i
und dass die Inverse ® dim Hatrix nicht singulaer

garantiert in folgendem Bereich liegt:
1-te Spalte:

[ -4.70832000000E+05y -4.70832000000E+053]

[ 4.65857000000E+05y 6.65857000000E+05]

2-te Spalte:
L 6£.465857000000E+05, 6.65857000000E+051
[ =9.41654000000E+05» —-9.41644000000E+051

Geben Sie H158+Z oder @ ein. Die Beschreibung erhalten Sie durch I.

* Q

::t::i:::: gie gleit?unktmaessige Naeherung der Inversen ist voellig falsch
ZWw. es i i

T wird die Inverse einer singulaeren Matrix berechnet. Die

berechnete Einschliessung 1ist bis auf die letzte Dezimale genau.
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++++++++++  Zeichnung des Polynoms 2030 x#*d - 5741 WH®T - w*w2 + 11482 x
+4+4+++tt+++ = 8118 . ) . N
++++++++++ Die Auswertung der Polynomwerte erfolgt mit dem Gleitpunkt-Horner
+H¥++trtid Schema.

bt . ) ‘ -
+++++4++++ Trotz der best-moeglichen Gleitpunktarithmetik werden die Funk :
+4++++4++++ tionswerte durch Ausloeschungens Rundungsfehler etc. voellig ver
++++++++++ Faelscht.

Geben Sie den Grad des Polynoms und dann die Koeffizienten in
aufsteigender Reihenfolge ein.

* 4
# -8118 11482 -1 -5741 2030

1n welchem Bereich soll das Polynom gezeichnet werden?

% 1.41 1.42

1.2E-03 + g

I *

: *

1 .

*

7.9E-04 .

; **

- *

i *%

* ¥

3.9E-04 + "

: s

; =%

i EEREE

0 +———————m—————— P s s s T 22 TR R R LS e e e

1 RN

I kR

1 %

I*%#*
- ~0f ¥————mm———————— o —————————— e ——————— dmmmm e m e *
i ??A:OO 1.4125 1.4150 1.4175 1.4%2
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Geben Sie entweder einen neuen Bereich ein oder P oder Q.

* 1.414 1,415

2.35E-07 + 3
I Y
I
I
I RN
1.8E-07 +
I *
I
1 *
I * E*
1.1E-07 +
I *
I *
* # * % =
I %%%  REEE % * *
4.2E-08 + * * * O E*
1 * * *
I ER RN W HRE R * R
O e Emm e L
1 *# *ORE EER *
—-2.8E-08 +—————————— — Bt +——— - e ——————— e 4
1.41400 1.41425 ¢ 1.41450 1.41475S 1.415
Geben Sie entweder einen neuen Bereich ein oder P oder Q.
* 1.4142 1.4143
2.0E-08 + % * * #*
I
I
I
I
1.0E-08 +% EE I N * 2T * % L 2 * *
I
I
I
I
0 : ———————————————— e W e e e & S
I
I
I
-1.0E-08 + * * * *% #h O ERR RE B * % *
1
1
I
I
—-2.0E-0B +——x Hm— e R e o D Y £ LT T T —— +
1.41420 1.41423 1.41425 1.41428 t.412

Geben Sie entweder einen neuen Bereich ein oder P oder Q.

* Q
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Zeichnung desselben Polynoms wie oben in denselben Bereichen.

Die Berechnung der Polynomwerte erfolgt jetzt mit einem neuen Algo
rithmus unter Verwendung der genauen Arithmetik.
Alle Funktionswerte werden bis auf 12 Dezimalen genau berechnet .

Geben Sie den Grad des Polynoms und dann die Koeffizienten
in aufsteigender Relhenfolge ein.

* 4

* -2118 11482 -1 -5741 2030

In welchem Bereich sall das Polynom dargestellt werden?

* 1.41 1.42

1.2E-03 +
I *
I *
I *
1 * i
7.9E-04 + *
1 *
I * %
I *
I * %
3.9E-04 + %
I *#
1 * W
I ***
I HREREE
O +=mmm—————————— EREE RN NN RN R RN R R FR— - — e —————
I R
I [ ]
I * ¥
T#%s
-3.9E-04 #—=——r mrt—— == -
1.4100 1.4125 1.4150 1.4175 1.4Z2
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Geben Sie entweder einen neuen Bereich ein oder P oder @

* 1.414 1.415

2.5E-07

o

1.8E-07

1.2E-07

S.2E-08

L R I I R e
*
*

1.41425 1.41450

1.41475 1.41!

Geben Sie entweder einen neuen Bereich ein oder P oder @

* 1.4142 1.4143

J.4E-09 +
: *
M *
I= -
I = N
1.8E-09 + =
I * :
I * :
T * ¥ s
I * *
O +———mm—— e ittt - s
I e TTTTTTTTTTTTTTITITTT T R
I * "
I % *
: *%
~-1.8E-09 + **4» "
} * ***
- (233 =R
; e *HE
e B g e s *******:***ﬁiaa*
1.41420 1.41423 1.41425 1.4;423 ;V;I

Geben Sie entweder einen neuen Bereich ein oder P oder Q@

*#0Q
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++++++++++ Algorithmus zur Berechnung des Werts einer beliebigen aus +i—1%,

+++++++4++ Algorithmus zur bewiesenen Loesun
*+rtEd bt /1¢3y) geblldeten Formel fuer eine Variablenbelegung. Das Programm

g =ines nicht-linearen Gleichungs=
++++++++++  systems.

+hdrtttid+ ellt in gewisser Weise d de hag s b b L bl T
stel g ie Fortfuehrung s Algorithmus zu
+ Berechnung vaon Skalarprodukten dar. Die einzelnen eichungen duerfen he!:ebig aus +s—1¥y/3(y) zUSamme
+4+4++tttd genauen g +hd+dtttb e i i 1 G1

gesetzt sein. Der Algorithmus gibt einen Loesungsbereich auss in ¢

tH¥++ii+++ bewiesenermassen genau eine Loesung des nicht-linearen Gleichungs-
++E+++4444+ systems ist.
Geben Sie bitte eine Formel ein.

# X##d + 2Y#%2 — 4Y#*#4

Dies ist ein Programm zur bewiesenen Einschliessung der Loesung
Geben Sie bitte einen der folgenden Buchstaben ein : eines nicht-linearen Gleichungssystems.

F  fuer eine neue Formel. Geben Sie bitte die Dimension des Systems ein.
E fuer eine Einschliessung des Werts der Formel.
L um die Zwischenergebnisse zu sehen. * 4

keine Zwischenergebnisse zu sehen. . . . .
: ig die :nmentan bearbeitete Formel zu sehen. Geben Sie bitte die l-te i wiichg e SRR SRS aiine
@ wum aufzuhoeren.
I fuer diese Information. % A+B+D-1

Geben Sie bitte die 2-te Gleichung des nicht-linearen Systems ein.

* E

# B-0.6D/C

Geben Sie die Werte der Variablen ein. Geben Sie bitte die 3-te Gleichung des nicht-linearen Systems ein.
* -

Wert fuer X 3 C+D-1

* 645857

Geben Sie bitte die 4-te Gleichung des nicht-linearen
Wert fuer Y i
* 470832 *+ D-0.3AC

Systems ein.

Naeherung ¢ =3.00000000000E+12 Die Dimensiqn des nicht-linearen Gleichungssystems ist 4.
ﬁ:ftéEInzervallaechﬂuhg s C -3.0E+12y S5.0E+12] Geben Sie bitte Anfangswerte der Variablen ein.

Neuess genaues Verfahren @ [ 1.00000000000E+00s 1.00000000000E+00] Wert fuer A %

Wert fuer B @
Geben Sie E+F oder @ ein. Die Information erhalten Sie durch I.

Wert fuer C @
* Q * 1

Wert fuer D :

Die Dimension des nicht-linearen Gleichungssystems ist 4.

i Das System lautet 3
++++++++++ Offensichtlich kann bereits bei einfachsten Formeln das Ergebnis

den. Der neue Algarithi A+B4+D-1
++++++++++ durch Ausloeschung beliebig verfaelscht wer
++++++++++ liefert alle Funktionswerte bis auf die letzte Dezimale genau. B-0.6&D/C

C+D-1
D-0.3AC

OO0

Mamentane Naeherung fuer
Momentane Naeherung fuer
Momentane Naeherung fuer
Momentane Naeherung fuer

1.00000000000E+00
1.00000000000E+00
1.00000000000E+00
1.00000000000E+00

onow>D»
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++++++++++ Die Loesung der nachfolgenden Randwertaufgabe ist y = cos x
in @
i folgenden Buchstaben e
Geben Sie bitte einen der

s = tion. - %

zur Durchfuehrung gines Schritts einer Gleitpunkt-Newton Itera v ¥

um die Zwischenargebnisse zu seha:;n o o

! um keine Zwischenergebnisse zu =& . Yoo =1

inzugeben.
ine neue Gleitpunktnaeherung @
::e: eine bewiesene Einschliessung der Loesung
um das momentan bearbait?te Problem zu sehen.
r Kommentare der Arbeitsgaenge.
i;aain neues nicht=lineares System einzugeben.
um aufzuhoeren. )
fuer diese Information.

des Syatams.

Zur vorliegenden Randwertaufgabe existiert genau eine Loesung Y (XD
und diese liegt in dem folgenden Funktionsstreifen V(X):

~pOoomMTZrQ

V(X)) = + VL 01#Xt O + VL 131#X4+ 1 + VL 21#X+ 2 + VL 31*X+ 3 + VL 4I%X1 4 +

VL SI#X* 5 + VI &61#X+ &6 + VL 71I%X+ 7 + VL 81#X+ 8 + V[ 91#X+ 9 +
VI103I#XM10 + VI111#Xr11 + VI121#X+12
: jon erhalten Sie durch I.
Geben Sie bitte Es1G:1S oder @ ein. pie Informatio Wik den ThiwrvaifRoerElsTenian ¢

% E VL 01 = [ 9.99999999999E-01+ 1.00000000001E+00]
vl 11 = I -1.0E-99 1.0E-991
VL 21 = [ -5.00000000001E-01s -4.99999999999E-011
Das nicht-lineare Gleichungssystem ist bewiesenarmassen loesbar. 3E 33 : E 4.155566522625:33: 4_1&6555652632:323
. ; # VL 51 = ~2.0E-99 2.0E-991
purch den Algorithmus wurde bewiesens dass_dle Loesung VL 61 = [ —-1.388888846079E-03,+ -1.38888884078E-031
& Sicharheit in folgendem Bereich liegt & v 71 = € ~2.0E-991 2.0E-991
V[ 8] = [ 2.48015230275E-05: 2.4801 74E-05]
[ 7.00322250679E-01y 7.00322250680E-017 - e M
f  1.26058005122E-01: 1_250580051232—011 VL1101 = [ -2.75495951432E~07y ~2.75495951430E-071
C 8.253302559015—21- ?-ggiig§§§?g§5_01] VL1l = -2.0E-991 2.0E-99]
[ 1.73619744198E-01, . ) VL12] = [ 2.04071075133E-091 2.04071075135E-091
h den Algorithmus darueberhinaus
usser der Existenz der Loesung wurde durc reich bewiesen !
gngar die Eindeutigkeit der Loesung in diesem he Wertetabelle fuer X = —1(0.1}1 ¢

V(-1.00) = [ 5.4030230584E-011  5.4030230588E-011

halten Sie durch I. V(=0.90) = [ 6.21609946826E-01y  4.21860996829E-01]

Geben Sie bitte E1G:§ oder @ ein. Die Thfdramation ot V(-0.80) = [  6.9670670934E-01y  6.9670670936E-011

V(-0.70) = [  7.4484218728E-01y  7.6484218730E-011

% Q V(-0.60) = [  B8.2533561490E-01,  8.2533561493E-011

V(-0.50) = [  B8.7758254188E-01, 8.7758254191E-011

V(-0.40) = [  9.2106099400E-01y  9.21046099402E-011

V(-0.30) = [ 9.5533648912E-01, 9.5533648914E~011

V(-0.20) = [ 9.8006657784E-01s  9.8006457784E-01]

V(-0.10) = [  9.9500414527E-01y  9.9500416529E-011

V( 0.00) = [ 9.99999999999E-01» 1,00000000001E+001

Ve 0.10) = [ 9.9500416527E-01s  §.95004146529E-011

Ve 0.20) = [ 9.8006457784E-01s  9.8006457784E-011

VC 0.30) = [ 9.5533£48912E-01,  9.5533648914E-011

V( 0.40) = [ 9.2104099400E-01s  9.2106099402E-01]

V{ 0.50) = [ 8.7758256188E-011  8.7758256191E-011

V{ 0.60) = [ 8.2533I561490E-01s  8.2533561493E-011

V( 0.70) = [  7.4484218728E-01,  7.6484218730E-011

V( 0.80) = [ 5£.9670670934E-011  &.9670670936E-011

V( 0.90) = [ 6.2160996826E-011  4.2160996829E-011

V( 1.00) = [ S5.4030230584E-01y  5.4030230588E-011
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